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Teorie her

Co je to hra?

Teorie her studuje situace, kde vysledek zavisi na rozhodnutich vice aktértu — kazdy
sleduje vlastni zdjem, ale vysledek pro kazdého zavisi i na tom, co délaji ostatni.

Priklady jsou vSude: deskové hry (poker, monopoly, vybusna kotatka), ale také volby,
obchodovani na burze, evoluce, routovani v siti, ¢ekani ve fronté, jizda autobusem nebo

dodrzovani predpisii.

Matematicky model hry tvoii ¢tyfi slozky:

Hraéi — koneénd mnozina aktéru, zpravidla (A, B, . ..)

Akce — kazdy hra¢ ma svoji mnozinu dostupnych akei, napt. A;, A pro hrace A
a Bi, By, Bs pro hriace B

Uzitkova funkce p — prifadi kazdé kombinaci akei ¢islo vyjadiujici, jak dobré je
pro daného hrace

Strategie — pravidlo, podle néjz hrac¢ voli akci; v nejjednodussim ptipadé je to
vybér jedné akce, obecné muze byt ndhodn4a (viz michané strategie)

Nejjednodussi model je staticka hra s tiplnou informaci:

Hraci voli své strategie najednou (nebo alespon bez znalosti toho, co pravé voli
souper)

Uplna informace znamend, ze kazdy hrac¢ zna uzitkové funkce vsech hract —
tedy vi, co je dobré pro kazdého

Navic plati spole¢na znalost (common knowledge): kazdy vi, ze ostatni védi;
kazdy vi, ze ostatni védi, ze on vi; a tak dal do nekonecna. Bez tohoto predpokladu
by strategie nemohly zaviset na racionalnich ocekavanich o chovani soupeiu

Hru lze zapsat jako bi-matici: fddky odpovidaji akcim hrace A, sloupce akcim
hréce B, kazda bunka obsahuje dvojici uzitka (ua, up)



Dominantni strategie. Rikdme, 7e strategie s striktné dominuje strategii s’ pro hrace
A, pokud:
pa(s,sg) > pa(s’,sg) pro viechna sp.

Raciondlni hra¢ nikdy nezahraje striktné dominovanou strategii — bez ohledu na to, co
déla souper, existuje vzdy lepsi volba. Postupnym odstranovanim dominovanych strategii
(iterated elimination of dominated strategies) lze nékdy hru vyrazné zjednodusit nebo
rovnou vyresit.

Priklad: Véznovo dilema

Dva podezreli jsou vyslychani oddélené. Kazdy se muze bud mléet (M) nebo zradit
(Z). Trest zavisi na kombinaci jejich rozhodnuti:

Cisla jsou roky svobody (vyssi = lepsi). Hra¢ A voli fadek, hra¢ B sloupec, levé ¢islo v
kazdé bunce je vysledek pro A, pravé pro B.

Bez ohledu na to, co zvoli B: pokud B mléi, A dostane 5 za zradu vs. 3 za mlceni,
tedy je lepsi zradit. Pokud B zradi, A dostane 1 za zradu vs. 0 za mléeni, tedy je opét
lepsi zradit. Zradit (Z) striktné dominuje mléet (M) pro oba hrace. Dominovanou
strategii M lze rovnou vyloucit.

Nashovo equilibrium

Jak predpovédét, co raciondlni hraci zahraji? Potfebujeme koncept stability.

Definice: Profil strategii (s%,s%) je Nashovo equilibrium (NE), pokud zadny hrac¢
nemuze zvysit sviij uzitek jednostrannou zménou strategie:

pA(sy,sg) > pa(sa,sp) pro vSechna sy
up(sh,sp) = up(sh,sp) pro vSechna sp

Jinymi slovy: zadny hrac¢ toho nelituje, pokud znéd volbu soupefe. NE je predikce
racionalniho chovani — ne nutné vysledek, ktery je nejlepsi pro vsechny.

Jak NE najit v bi-matici? — metoda nejlepsi odpovédi (best response):

1. Pro kazdy sloupec B podtrhni maximum v daném sloupci (nejlepsi odpovéd A na
kazdou akci B).



2. Pro kazdy fadek A podtrhni maximum v daném fadku (nejlepsi odpovéd B na
kazdou akci A).

3. Bunka, kde jsou podtrzena obé disla, je NE — oba hraci si navzdjem odpovidaji
nejlépe.

Priklad (Véznovo dilema):

Jediné NE je (Z,Z) s vysledkem (1,1) — prestoze (M, M) dava obéma vic! Zrada je
dominantni strategie pro oba hrace, takze v rovnovaze oba zradi a oba na tom trati.

NE nemusi byt jediné, a nemusi byt “spravedlivé” ani “efektivni”. Je to pouze predpoved
racionalniho chovani.

Priklad (Koordinaéni hra):

Hraci se musi domluvit na stejné volbé. Hra ma dvé NE v ¢istych strategiich: (L, L) a
(R, R). Problém koordinace: obé rovnovéhy jsou stabilni, ale jak se hraci bez komunikace
dohodnou? V praxi poméhaji tzv. focal points (Schellingovy body) — prirozené vyrazné
moznosti, na které lidé konverguji i bez dohody (napft. ,sejdeme se na nadrazi”).

Priklad (Diskoordina¢ni hra — Matching Pennies):

Hrac¢ A chce hrat totéz co B, hra¢ B chce hrat néco jiného. Zkusme najit NE metodou
best response:

o Pokud B hraje L: A preferuje L (1 > —1). Pokud B hraje R: A preferuje R

(1>-1).
o Pokud A hraje L: B preferuje R (1 > —1). Pokud A hraje R: B preferuje L
(1>-1).



Zadna butika nemé podtrzena obé ¢isla — hra nema NE v &istych strategiich. Jak z
této slamastyky ven?

Michané strategie

Zavedeme do naseho problému pravdépodobnost!

ReSeni: Michané strategie. Hra¢ nevoli jednu akci deterministicky, ale hraje
nahodné podle rozdéleni pravdépodobnosti. Hra¢ A hraje L s pravdépodobnosti p
a R s pravdépodobnosti 1 — p, hrd¢ B hraje L s pravdépodobnosti ¢ a R s pravdépodob-
nosti 1 — q.

Uzitek pak pocitame jako stfedni hodnotu pres vsechny kombinace akci:

pa(ps @) = pq-pa(L, L) +p(1—q)-pa(L, R)+(1—p)g-pa(R, L)+ (1—p)(1—q) pa(R, R)

Jak najit michané NE? Klicovy princip: v rovnovdze musi byt hrdc lhostejny
mezi akcemi, které hraje s nenulovou pravdépodobnosti — jinak by ptresunul veskerou
pravdépodobnost na lepsi akci a prestal michat.

Pro michané NE hleddme ¢ takové, aby byl A lhostejny mezi L a R:

pa(L) = pa(R)
¢-1+(1-¢q¢)-(-1)=¢q¢- (-)+(1-¢q)-1
20-1=1-2¢ = q=13

Symetricky pro B (hleddme p takové, aby byl B lhostejny): p = %

Michané NE je tedy: A i B hraji kazdou akci s pravdépodobnosti % Ocekéavany uzitek
obou hract je 0 — hra je fér, ale nikdo neni schopen soupefe ,,prechytracit”.

Intuice: Pokud by A hral L prtili§ casto, B by zacal hrat vyhradné R (kde vydélava).
Rovnovaha nastane presné tehdy, kdyz je souper skutec¢né lhostejny — nemé motivaci
reagovat.

Nashova véta (1950): Kazda konecénd hra s tiplnou informaci mé alespon jedno Nashovo
equilibrium (v ¢istych nebo michnych strategiich). John Nash za tento vysledek obdrzel
Nobelovu cenu za ekonomii v roce 1994. Michané NE tak zarucuje, ze rovnovaha vzdy
existuje — i kdyz ji hraci realizuji nahodnosti, ne deterministickou volbou.



Spoluprace je lepsi

Véznovo dilema ukazuje znepokojivy jev: racionalni chovani vede k horsimu
vysledku pro vsechny.

Cena anarchie (Price of Anarchy):

Porovname NE s tzv. socidlnim optimem — vysledkem, ktery maximalizuje soucet uzitku
vsech hraci:

Vysledek Soucet uzitku

(M, M) — socialni optimum 343 =6
(Z,7Z) — Nashovo equilibrium 141 =2

socialni optimum 6 3
NE 2

Cena anarchie =

Racionalni chovani tu stoji spole¢nost trojndsobek optimalniho vysledku. Obecné plati:
¢im vysSsi cena anarchie, tim vétsi skoda zplisobend tim, ze hraci jednaji sobecky misto
koordinované.

Tragédie obecni pastviny (Hardin, 1968): Vesnicané sdileji pastvinu. Kazdy ma
motivaci pridat dalsi krdvu (zisk jen pro néj), ale nédklady prepaseni nese celd vesnice. V
NE je pastvina znic¢ena, prestoze spoletnd dohoda o omezeni by vsem prospéla. Priklady
v praxi: nadmérny rybolov, emise COs, pretizeni internetu.

Braesstv paradox (routovani v siti): Pfidani nové silnice muze zpomalit vSechny
fidice. Kazdy tidi¢ si racionalné zvoli nejkratsi trasu — jejich souhrnné chovani ptetizi
novou cestu a vysledna rovnovaha je pomalejsi nez bez ni. NE v dopravni siti je obecné
suboptimélni; socidlni optimum by vyzadovalo centralni koordinaci (nebo mytné).

Jak z toho ven? Ctyii zédkladni mechanismy:

1. Opakovana hra — pokud hréci interaguji opakované (a hra nekoné¢i pevné danym
kolem), muze spoluprace vzniknout spontanné. ,Tit-for-tat” (za¢nu spolupraci,
pak kopiruji souperuv posledni tah) je v turnajich opakovaného véznova dilematu
extrémné Uspésné.

2. Mechanismus design (mechanism design / ,reverzni teorie her”) — misto pred-
povidani vysledku existujici hry navrhujeme pravidla hry tak, aby NE splyvalo se
socialnim optimem. Priklady: aukce, danové systémy, regulace trhu.

3. Komunikace a zavazky — zavazné smlouvy nebo pravné vymahatelné dohody
meéni strukturu hry a mohou eliminovat dominantni strategii zrady.



4. Zména uzitkové funkce — reputace, socidlni normy nebo altruismus efektivné
méni vyplaty: ,cena” za zradu zahrnuje i ztratu duvéry, takze spolupréce se stane
racionalni.

Kartely vznikaji samovolné

Pro¢ spolu firmy nékdy “drzi ceny” i bez smlouvy, tajné schiizky nebo primé komu-
nikace?

Jednordzové ma kazda firma motivaci zradit: podstielit cenu a ziskat trh. V opakované
hte se ale méni pobidky, protoze dnesni zrada ovlivni budouci reakci soupere.

Uvazuj dvé firmy, které v kazdém obdobi voli:

e M = drzim vysokou cenu (spoluprace),
o Z = podsttelim cenu (zrada).

Budoucnost diskontuji faktorem € (0,1).
Grim Trigger: Zac¢ni s M. Jakmile souper jednou zahraje Z, hraj uz navzdy Z.

Pri této strategii je spolupréace raciondlni, pokud se nevyplati jednorazové vybocit:

p(M, M)

o (2, Z)
1-6 '

> w4, M

Leva strana je hodnota “spolupracuji navzdy”. Prava strana je “ted zradim, pak prijde
trvaly trest”. Pro dostatecné vysoké 0 (trpélivé firmy) nerovnost plati, takze ani ¢isté
sobecka firma nechce zac¢it cenovou valku.

Tit-for-Tat (oko za oko): V prvnim kole hraj M, pak vzdy zopakuj posledni tah
soupere.

Tato strategie je mirngjsi nez Grim Trigger: odménuje spoluprici, ale po jednorazové
zradé netrestd navzdy. V prostiedi s malym Sumem (omyl, Spatnd informace) byva
robustnéjsi, protoze umoznuje “navrat” ke spolupraci.

Zaver: Kartelni vysledek muze vzniknout i bez komunikace. Staci, ze firmy opakované
interaguji, pozoruji minulé chovani a jsou dost trpélivé. Kooperace pak neni altruismus
ani dohoda, ale rovnovazna strategie vyplyvajici z hrozby budouciho trestu.



Volebni systémy

P¥ibéh: Zenevské jezero

Obyvatelé Zenevy hlasuji, zda si pieji preklenout Zenevské jezero. Maji na vybér ze tii
moznosti: preklenout jezero mostem (M), postavit pod jezerem tunel (T), nebo nepostavit
vitbec nic (N).

Obyvatelé maji preference s nasledujici distribuci:

Skupina Popis Poradi preferenci Podil
1 Preji si prejezd pres M >T > N 31 %
jezero, preferuji
most
(chodci-friendly)
2 Preji si prejezd pres T > M > N 5 %

jezero, preferuji
tunel (nezkazi
vyhled)

3 Nechtéji stavét nic, N > M >T 28 %
ale pokud ano, tak
most

4 Nechtéji stavét nic, N >T > M 5%
ale pokud ano, tak
tunel

5 Chté&ji postavit M>N>T 5 %
most, popr. nic

6 Cht&ji postavit T>N>M 26 %
tunel, popf. nic

Condorcetiv cyklus

Porovname kandidaty parové — kazdé ,,volby dvou”:

o Most vs. Tunel: Skupiny 1, 3, 5 preferuji Most — 64 %. Skupiny 2, 4, 6 preferuji
Tunel — 36 %. Most vitézi.

e Tunel vs. Nic: Skupiny 1, 2, 6 preferuji Tunel — 62 %. Skupiny 3, 4, 5 preferuji
Nic — 38 %. Tunel vitézi.

e Nic vs. Most: Skupiny 4, 3, 6 preferuji Nic — 59 %. Skupiny 1, 2, 5 preferuji
Most — 41 %. Nic vitézi.



Vznikda cyklus: Most >~ Tunel > Nic > Most. Neexistuje zddny kandidat, ktery by
porazil vSechny ostatni v pfimém souboji — to je Condorcetiv cyklus (nebo Condorcetiv
paradox).

Pozadavky na volebni systém

Hledadme funkci f, kterd zobrazi preference vsech volicli na spolecenské poradi. Chceme,
aby splnovala:

1. Universalni doména (U): Funkce f musi byt definovana pro libovolny profil
preferenci volich — zaddna kombinace preferenci nesmi systém ,,rozbit” nebo vést k
nedefinovanému vysledku.

2. Nezavislost na nepodstatnych alternativach (ITA): Spolecenské poradi dvou
kandidata x a y zavisi vghradné na tom, jak kazdy voli¢ porovnava x a y navzajem.
Pridani, odebrani nebo preusporiadani tretiho kandidata z nesmi zménit vysledek
souboje x vs. y.

3. Nenucenost / Paretovo kritérium (P): Pokud vsichni voli¢i preferuji = pred v,
musi i spole¢enské poradi fadit x pied y. Zadny vysledek nesmi byt vnucen bez
ohledu na skutecné preference volica.

Prvni na pasce (First Past the Post)

Jak funguje? Kazdy voli¢ hlasuje pro jednoho kandidata. Zvitézi ten, kdo obdrzi
nejvice hlasu (pluralitu).

Vysledek s nasim profilem:

Kandidat Hlasy (prvni volby)

Most skupiny 1+ 5 = 36% (vitéz)
Nic skupiny 3 + 4 = 33%
Tunel skupiny 2+ 6 = 31%

Kde se to rozbije? Most vyhraje s 36 % hlasu, prestoze 59 % voli¢u prefer-
uje Nic pred Mostem v primém souboji. Zaroven systém porusuje ITA: pokud z
voleb odstranime Tunel (ktery v pluralité prohral a zdanlivé je ,nepodstatny”), primy
souboj Most vs. Nic da 41 % vs. 59 % — vitéz se zméni z Mostu na Nic. Pfitomnost
,hepodstatného” Tunelu tedy rozhodla volby.



Dvoukolovy systém

Jak funguje? V prvnim kole hlasuje kazdy pro svého favorita. Kandidat s nejméné
hlasy je vyrazen. Ve druhém kole se voli mezi zbyvajicimi dvéma.

Vysledek s nasim profilem:

Kolo 1: Most = 36 %, Nic = 33 %, Tunel = 31 %. — Tunel je vytazen.

Kolo 2: Most vs. Nic. Skupiny s Tunelem na prvnim misté jdou ke svym druhym
preferencim: skupina 2 (7' > M > N) hlasuje pro Most, skupina 6 (7" > N > M) hlasuje
pro Nic.

Kandidat Kolo 2

Most skupiny 1 + 2 +5=41%
Nic skupiny 3 + 4 + 6 = 59 % (vitéz)

Kde se to rozbije? Tunel byl vyfazen jako ,nejhorsi” na zakladé poc¢tu prvnich voleb

— prestoze 62 % voli¢a preferuje Tunel pfed Nic v pfimém souboji. Eliminovany
kandidat by porazil vitéze voleb. Systém navic porusuje ITA: kdybychom vyradili Most
(s 31 % by byl nejslabsi), ve findle by Sel Tunel vs. Nic a Tunel by vyhral 62 : 38. Ruzné
»poradi vyfrazeni” davaji razné vitéze — vysledek zavisi na kandidatech, ktefi nakonec
ani nevyhrali.

Systém 21

Jak funguje? Kazdy voli¢ pridéli svym dvéma nejpreferovanéjsim kandidédtim —+1
bod a svému nejméné preferovanému kandidatovi -1 bod. Zvitézi kandidat s nejvyssim
celkovym skére. (Jde o variantu Bordovy metody.)

Vysledek s nasim profilem (sincerni hlasovani):

Skupina Véha +1 +1-1

31 % +M 4T -N
5% +T +M-N
28% +N +M -T
5% +N+T-M
5% +M+N-T
26 % +T +N-M

SO W N~




Skére: - Most = (31 +5+4+28+5) — (5 +26) =69 — 31 =38 - Tunel = (31 +5+5+
26) — (28 +5) = 67 — 33 = 34 - Nic = (28 + 5+ 5+ 26) — (31 +5) = 64 — 36 = 28

Most vitézi se skére 38.

Kde se to rozbije? Systém porusuje ITA: odstranme Tunel a aplikujme systém 21 jen
na dvojici Most vs. Nic. Ten degeneruje na piimé hlasovani: 59 % preferuje Nic pred
Mostem, tedy Nic vitézi. Tunel — kandidat, ktery sam nevyhral — svou pritomnosti
zcela obrétil vysledek voleb. Jinymi slovy: vysledek souboje Most vs. Nic zavisi na tom,
jak voli¢i hodnoti Tunel, ackoli Tunel ,neni relevantni” pro tento souboj.

Diktatura

Jak to funguje? Jeden predem urceny voli¢c — diktator — si zvoli, co se postavi.
Ostatni voli¢i nemaji zadny vliv.

Kde se to rozbije? Nerozbije — splinuje U, ITA i P. Pravé to je podstatou Arrowovy
véty.

Arrowova véta

T¥i systémy vyse (prvni na péasce, dvoukolovy, systém 21) se lis{ v tom, které z podminek
porusuji — ale kazdy z nich musi nutné porusit alespon jednu z U, P, ITA, nebo musi
mit diktatora. Arrow rikd, Ze neni iniku: pri tfech a vice kandidatech neexistuje
dokonaly demokraticky volebni systém.

Tvrzeni: Neexistuje zadna volebni funkce f pro tii a vice kandidat, ktera by spliiovala
soucasné universalni doménu (U), Paretovo kritérium (P), nezévislost na nepodstatnych
alternativach (ITA) a nediktatorstvi.

Jinak fec¢eno: kazdy volebni systém splnujici U, P a ITA musi mit diktatora.

Céastetné feseni nabizi majority vote (Condorcetova metoda): za vitéze je prohlasen
ten kandidat, ktery v pfimém souboji porazi vSechny ostatni (tzv. Condorcetuv vitéz).
Pokud takovy kandidat neexistuje (jak v nasem prikladu — nastane Condorcetuv cyklus),
jsou volby prohlaseny za neplatné. Tato metoda je spravedliva a spliiuje ITA, ale neni
vzdy rozhodné.
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Diikaz

Definice. Volebni funkce je zobrazeni f : P* — P, kde P je mnozina vSech uplnych
tranzitivnich preferenci nad kandidaty. Rikame, Ze voli¢ i je rozhodujici nad parem
(z,y), pokud: kdykoliv ¢ preferuje x pred y, plati x =g y bez ohledu na preference
ostatnich volici.

Budeme pracovat s kandiddty M (Most), T (Tunel), N (Nic) — ozna¢me je obecné
a,b,c.

Krok 1 — Existence pivotniho volice Zafixujeme kandidata b. Uvazme sekvenci profila
Py, Py, ..., P, (kde n je pocet voli¢i):

o V profilu Py maji vs§ichni voli¢i b na poslednim misté (ostatni preference jsou
libovolné pevné).

e Prok=1,...,n: profil P, vznikne z Py tim, Ze volici 1, ...,k pfesunou b na prvni
misto (ostatni relativni poradi zachovaji). Voli¢i k + 1,...,n maji b stdle posledni.

Ze Paretova kritéria plyne:

e V P, preferuji vSichni b pred a i b pfed ¢? Ne — v Py je b posledni, takze vSichni
preferuji a i ¢ pred b. Ze Pareto: a =g b a c >g b, tedy b je socialné nejhorsi v
P.

e V P, je b pro vSechny prvni. Ze Pareto: b =g a a b =g ¢, tedy b je socidlné
nejlepsi v P,.

Ptechod z Py (b dole) do P, (b nahofe) musi probéhnout v diskrétnich krocich. Existuje
tedy pivotni voli¢ * takovy, ze:

e V Pj«_1 je b sociélné dole (b neni na vrcholu socidlniho poradi).
e V P« je b socidlné nahote (b je na vrcholu socidlniho poradi).

Krok 2 — Pivotni voli¢ je diktator nad kazdou dvojici Ukézeme, Ze i* je rozhodujici
nad libovolnou dvojici (z,y), kde = # b a y # b (tedy nad parem {a,c} v nasi trojici).
Argument pro pary zahrnujici b je analogicky.

Zkonstruujeme pomocny profil Q (ptfipustny diky U):

o Voli¢ i* méa: = > b > y (b je uprostted, x preferuje pred b a b pred y)
e Voli¢i 1,...,7* — 1 (ti, ktefi jsou “pred” pivotem): maji b na prvnim misté a
preferuji y pred x
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o Volié¢i i* +1,...,n (ti, kteri jsou “za” pivotem): maji b na poslednim misté a
preferuji y pred x

Analyza paru (b, x) pomoci ITA: V profilu @ porovnavéa kazdy voli¢ b a = takto:
voliéi 1,...,7* — 1 maji b > = (b je prvni), voli¢ i* ma x > b, voli¢i i* 4+ 1,...,n maji
x > b (b je posledni). Toto potadi (b,z) je totozné jako v profilu Pix_1. V Px_7 je b
socialné dole, tedy x =g b. Pomoci ITA: z >=g b v Q.

Analyza paru (b, y) pomoci ITA: V profilu @ porovnava kazdy voli¢ b a y: voli¢i
1,...,4" maji b > y (voli¢ ¢* ma b > y, protoze jeho potradi je x > b > y), voli¢i
i*+1,...,n maji y > b. Toto poradi (b,y) je totozné jako v profilu Px. V P« je b
socialné nahore, tedy b =g y. Pomoci ITA: b =gy v Q.

Zavér pro par (x,y): Zxz >gbabgy a tranzitivity plyne x =gy v Q.

Pomoci ITA zévisi socidlni poradi x vs. y pouze na individudlnich preferencich x vs. y. V
Q preferuje z pred y jediné voli¢ i* (vsichni ostatni preferuji y pred ). Presto z >g y.
To znamenad, ze i* je rozhodujici nad (z,y): kdykoliv i* preferuje z pred y (a ostatni

preferuji y pred z), plati z =g y.

Symetrickym argumentem pro vSechny trojice kandidati a vSechny pary (postupnou
aplikaci téhoz konstruktu) se ukéze, ze i* je rozhodujici nad kazdym parem kandidét.

i* je tedy diktator.
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