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Anotace

Tato prace SOC se zabyva pohledem antickych matematik na gonio-
metrické funkce. Cilem préace je zanalyzovat historicky text zabyvajici se té-
mito funkcemi, prelozit ho do fe¢i moderni matematiky a aplikovat poznatky
pri rekonstrukci tabulek hodnot. K tomuto ucelu byl pouzit programovaci
jazyk Python. V prvni kapitole se zadefinuji zakladni goniometrické funkce.
Ve druhé je vysvétlen historicky diavod vzniku oboru, odvozeny fundamen-
talni vztahy a vysvétlena metoda vypoctu konkrétnich hodnot funkce. Treti
kapitola rozsituje pohled na téma a poskytuje motivaci vénovat se mu vice
do hloubky. Zavérecna kapitola je doplnéna o prehled uzitecnych vzorcu a
definic. Prace je doplnéna o mnoho historickych fakti, které uvadéji ¢tenare
do historického kontextu doby vzniku antickych dél a usnadnuje mu pocho-

peni podstaty tématu.

Klicova slova

antika; goniometrie; Klaudios Ptolemaios; matematika

Annotation

This SOC thesis deals with the view of ancient mathematicians on trigo-
nometric functions. The aim is to analyze the historical text dealing with these
features, translate it into a language of modern mathematics and apply
knowledge in reconstruction of value tables. The Python programming lan-
guage was used for this purpose. In the first chapter the basic trigonometric
functions are defined. In the second one, the historical reason for the origin of
the field is explained, the fundamental relations are derived and the method

of calculating specific values of the function is explained. The third chapter



broadens the view of the topic and provides motivation to pay more attention
to it in depth. The final chapter is supplemented with an overview of useful
formulas and definitions. The work is supplemented by many historical facts,
which introduce the reader to the historical context of the time of the cre-
ation of ancient works and makes it easier for him to understand the essence

of the topic.
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Uvod

Dnesni matematika, a¢ postavena na odkazu antickych mysliteld, pristu-
puje ke goniometrii znacné odlisné, naprt. definici pomoci feseni funkcional-
nich rovnic ¢ nekoneénych fad. Ve starovékém Recku byla goniometrie cha-
pana jako pomocnd véda v astronomii, nebot poskytovala zptisoby, jak zjistit
vzdalenost vesmirného télesa od Zemeé c¢i jeho trajektorii, po které se pohybo-
valo. Pro pottfeby astronomu zacaly vznikat tabulky s vypsanymi hodnotami
tehdejsich goniometrickych funkci, ovsem pro dnesni ¢tenare jsou znacné ne-
prehledné a nesrozumitelné, nejen pro pouziti sexagesimalni (Sedesatkové)
soustavy, ale i pro jiny zapis ¢isel, nebot arabské ¢islice se v Evropé zaci-
naji objevovat az ve 13. stoleti zasluhou italského matematika Fibonacciho.
Proto jsem si stanovil cil priblizit tehdejsi postupy vypoctu hodnot, jez apli-
kuji na dnesnich zakladnich funkcich, tj. sinus a kosinus.

V prvni c¢asti se pokusim ¢tenare seznamit s goniometrickymi funkcemi.
Zkusim je zadefinovat naivnim stredoskolskym zptisobem a ukéazat, jak s nimi
lze pracovat. Mél by to byt takovy ivod do problematiky goniometrie, prede-
vsim pro ty, kdo znaji sinus a kosinus jen jako "tu funkci na kalkulacce." V pti-
padé, ze ovladate matematiku na vyssi irovni, vérim, Ze tuto kapitolu muzete
preskocit.

Déle se pokusim uvést ¢tenare do historického kontextu, za jakych okol-
nosti se tehdejsi matematika rozvijela. Dnes pripadd matematikiim samo-
ziejmé, zZe se kazdé tvrzeni musi dokazat ¢i ze se na zacatku textu uvadi defi-
nice pojmu. V antice ale méla matematika spoustu tuskali. Tehdy se nepsalo
na papir, jenz byl vynalezen v Ciné, a jeho pouzivani v Evropé je datovano az
kolem 13. stoleti, ale na papyrus, jehoz hlavni nevyhodou byla nutnost cely
text jednou za ¢as opsat, protoze papyrus se snadno opotfebovaval (napf.
rozvijenim svitku, byl totiz z vysousenych prouzki séchoru); mnohem drazsi

volbou byl pergamen, ktery se z financ¢nich divodi nevyuzival az do stiedo-



veku. Svitky byly ukladany v knihovnach, jako priklad mtze slouzit Alexan-
drijskda knihovna, svého casu nejvetsi instituce na tehdy zndmém svété. Ta
nanestésti nékolikrat vyhorela, at jiz pfi pobytu Caesara v Alexandrii, ¢i poté
béhem arabské nadvlady. Filosofové také pii vypoctech a nacrtech pouzivali
pisek, do néhoz kreslili své obrazce, kde nelze vytvorit presné nakresy, ny-
brz pouze priblizné. Tato skute¢nost vedla matematiky k myslence vytvoreni
diikazu, aby podlozili své tvrzeni, i kdyz nevytvori pfesny nakres. Naprtiklad
dnes tikdme Pythagorové vété po Pythagorovi, ne z divodu, zZe by ji vymys-
lel, ale protoze jako prvni obecné dokézal jeji platnost. Sim Pythagoras mél
¢isla v tcté, ovSsem jen cisla racionalni, ¢isla iracionalni, napf. odmocninu
ze dvou, odmital a myslil si, ze porusuji rad, nebot nelze zapsat zlomkem
jejich presnou velikost. Vétsina hodnot goniometrickych funkci patii mezi
iraciondlni ¢isla, kterymi se pravé z toho divodu Pythagorejci nezabyvali
a popirali jejich existenci, ¢cimz se vracime zpét k tématu této prace, protoze
matematici pozdéjsich generaci se snazili vypsat alespon priblizné hodnoty
téchto funkci na papyrus a nezabyvali se, zda je to ¢islo krasné. Tyto tabulky,
nebo alespon jejich fragmenty, v prepisech vydrzely az do dnesnich dn.

Z vyse vypsanych divodi tieti ¢ast prace spociva ve vytvoreni soucasnych
tabulek, které budou spoc¢teny metodami tehdejsich matematiki za pomoci
programu napsaném v jazyce Python, ale budou tam hodnoty dnesnich mo-
dernich goniometrickych funkci. Nejprve si spoc¢itam pribliznou hodnotu sinu
jednoho stupné, a nasledné vyplnim tabulku hodnotami s krokem o velikosti
pil stupné pro funkce sinus a kosinus. Déle vytvorim stru¢ny ptehled goni-
ometrickych funkei, i téch dnes jiz nepouzivanych, a vztaht mezi nimi, pre-
devsim proto, aby byly vidét vedle sebe, coz mtze poodkryt rizné, doposud
¢tenarem nepoznané, souvislosti.

V praci budu klast na interpretaci ptivodnich prament v fe¢i moderni
matematiky, pricemz se budu snazit co nejvérnéji drzet historického postupu.
Vérim, ze ¢tenar porozumi nejen goniometrickym funkcim, ale i historickému

kontextu.
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1 Goniometrické funkce

V této kapitole se vénuji zakladnim funkcim sinus a kosinus, dnes neju-
zivanéjsim goniometrickym funkcim. V pribéhu studia se mtzete postupné
seznamit s nékolika rtiznymi definicemi a kazda poskytuje trochu jiny pohled

na jejich vlastnosti.

1.1 Pravouhly trojihelnik

S prvni definici goniometrickych funkei jste se setkali jiz na zakladni skole.
Ta je vyjadiovala jako vztah mezi pomérem stran v pravouhlém trojihelniku
a jeho 1hly. Napred si ale ukazme, ze pokud nezménime poméry stran troju-
helniku, ztistanou zachovany i jeho tihly, nehledé na to, zda jeho strana méri

par centimetru, ¢i je velikosti shodné se vzdalenosti Slunce od Zemeé.

C7

a k-a

A a B B’
Obrézek 1.1: Trojtihelnik

Jestlize je trojuhelnik A’B’'C” k-nasobkem trojtihelniku ABC, tj. pomér

prislusnych stran je k, pak trojihelniky jsou si podobné. Podivejme se na ob-
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razek vyse. Trojihelniky jsou posunuté tak, aby se prekryvaly. Vzhledem
k tomu, Ze jsou strany prilehlé k thlu a pouze naskalované, ale sviraji stale
stejny thel. Muzeme provést cyklickou zaménu. Z toho vyplyva, ze pokud
jsou trojuhelniky podobné, pak maji stejné uhly.

Jak toho vyuzit? Predstavme si funkci, kam vlozime velikost thlu, aby
nam nasledné vratila vybrany pomér stran trojuhelniku. Zatim nevime, jak
tyto funkce funguji, ale to nam je prozatim jedno, k tomu se dostaneme

v pozdéjsi casti prace. Nyni to bude pro nas jen takova kouzelna krabicka.

protilehld odvésna

sin v := (1.1)

prepona

“ilehld odvé
cos oy prile Va odvésna (12)
prepona

Nyni néco mélo k historii. Poprvé se tyto definice objevily v 16. sto-
leti, kdyz je zavedl ve svém dile Canon doctrinae trigulorum Georg Joachim
Rhaeticus! (1514-1574). Rhaeticus se narodil Georgu Iserinovi, méstkému
lékari ve Feldkirchu, ktery ho vyucoval v matematice do doby, nez byl v roce
1528 popraven pro carodéjnictvi. Své prijmeni Rhaeticus si pozdéji k jménu
pridal sam, vychazi z nazvu timské provincie Raetia, ktera se rozkladala
mezi alpskymi prismyky a zahrnovala dnesni Svycarsko spolu se zapadni
casti Rakouska. Roku 1533 zahdjil studium na université ve Wittenburgu,
kde se pozdéji stal i ucitelem. 1539 se vydal k Mikulasi Kopernikovi, u kte-
rého stravil dva roky a po navratu do Wittenbergu vydal Kopernikovo dilo
De Revolutionibus, k némuz pripojil své tabulky sinu a kosinu. Roku 1551
byl obvinén z homosexuality a byl nucen hledat azyl v Praze, kde se vénoval
studiu mediciny, a¢ na matematiku nezanevrel, a pravé zde sepsal své ta-
bulky vsech tehdy pouzivanych goniometrickych funkeci, mezi néz patii sinus,
kosinus, tangens, kotangens, sekans a kosekans. Tésné pred svou smrti prijal
k sobé mladého studenta Lucia Valentina Othona, jenz po jeho smrti tyto

tabulky dokoncil a vydal.

!University of St. Andrews — [UST1]
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1.2 Jednotkova kruznice

Poté jste se jisté na stredni skole seznamili s jednotkovou kruznici a defi-
nici goniometrickych funkei jakozto zavislosti délky poloviny tétivy na veli-
kosti orientovaného tithlu. Takto vznikly i goniometrické funkce v antice, kde
misto jednotkové kruznice byla pouzivina Sedesitkova?. Samotna kruZnice
byla rozdélena na 360 dil, dnes se pro né pouziva oznaceni stupen. Vznik
Sedesatkové soustavy se datuje uz do dob starych Sumert pred péti tisici
lety. Jeji pouziti se objevuje i pozdéji v Babylonu ¢i Egypté, kde ji prejali
staif Rekové. Divod jejtho pouziti nenf pesné zndm, ale je mozné, ze ¢islo 60
bylo zvoleno, nebot mélo mnoho délitel, mezi nimiz byla ¢isla 12 a 30, kterd
mela velky vyznam pri sestavovani kalendare. Taktéz se dalo velmi snadno
kratit, coz bylo uzitecné, jelikoz se tehdy radova ¢arka nepouzivala a jeji uziti
nahrazovaly zlomky. Dnes se Sedesatkova soustava uziva k urcovani casu a
velikosti thla ve stupnich, ackoliv se dnes vyuzivaji i jiné miry, tfeba oblou-
kova mira, tedy délka oblouku v jednotkové kruznici. Vznik obloukové miry je
pripisovan matematiku Rogeru Coteovi, ac¢ jeji obdobu pouzival uz arabsky
matematik Al-K&asi. Existuji i exotic¢téjsi jednotky, napr. délostrelecké dilce,

pouzivané predevsim v armade.

COS &

SN\

Obrazek 1.2: Jednotkova kruznice

2[UST2]
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Jednotkova kruznice umoznila vypocitat i hodnoty pro velikosti, které

™
)
téjsi. Je libo thel —377 Klidné. Velikost tithlu je orientovana proti sméru ho-

nejsou v intervalu (0, %), tudiz se stalo pocitani s témito funkcemi praktic-

dinovych rucicek, tudiz zaporna velikost znaci, Ze tihel je orientovan po sméru
hodinovych rucic¢ek. Zaroven si mizeme povsimnout periodicity. Kdyz je tithel
veétsi nez 2, pak se rameno thlu vraci na pozici, na které byl, kdyz jsme s nim

zacali otacet.

1.3 Sinus a kosinus

Nyni se podivejme na sinus, jeho rizné dulezité vlastnosti, které ndm ho

lépe pomohou pochopit, a néjakou historii.

L.00 H
0.75
0,50

0.25

[
=

{ 1 12

—0.25 4

—01.50 4

—0.75

—1.00

Obréazek 1.3: Sinus

Graf nazyvame sinusoida. Pti pohledu na graf funkce si povSimneme
periody o velikosti 27r. Také si pov§imneme, Ze je to funkce licha, tedy sin x =
—sin(—z). Je to funkce omezena shora i zdola. Vyplyva to pfimo z definice

pomoci jednotkové kruznice. Inverzni funkci nazyvame arkus sinus, arcsin z,
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jenze je tu drobny problém, totiz sinus neni prosta funkce. Abychom mohli

arkus sinus definovat, tak je obor hodnot omezen na interval [-7, 7].

0.5 4

T T T T {}.n T T T T
—1.00 —0.75  —050 0 —0.25 0.0 0.25 0.50 0.75 L.00

—0.5 1
—1.0 1

—1.54

Obrazek 1.4: Arkus sinus

Druhou nejpouzivanéjsi funkci je kosinus. Nejprve zakladni popis jeho
vlastnosti. Graf nazyvame kosinusoida, coz je ve skutecnosti posunuta sinu-
soida o 7. Kdyz se podivite na jednotkovou kruznici, jisté si povsimnete po-
dobnosti mezi sinem a kosinem. Mezi zédkladni vlastnosti patii sudost funkce,
omezenost shora i zdola a periodicita. Inverzni funkce je arkus kosinus, fe-
sené je podobné jako arkus sinus, jen je jeji obor hodnot omezen na interval
[0, 7].

Sinus byl poprvé pouzit indickymi matematiky v Guptské 7isi na pre-
lomu 5. a 6. stol. n. 1.2 spolu s funkei sinus versus. Jeho spoc¢itané hodnoty
byly nalezeny v bésni Aryabhatiya, prvni dochované tabulky funkce sinus.
Jejich poznatky byly, spolu s ¢islicemi, prejaty arabskymi matematiky, napf.
Al-Chorezmim, ktery sestavil tabulky Sesti dodnes nejpouzivanéjsich funkei,

sinus, kosinus, tangens, kotangens, sekans a kosekans. Prvni dolozené uziti

3[UST2]
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téchto funkei v Evropé bylo ve Francii v 16. stoleti matematikem Albertem
Girardem. Od néj vedl jiz maly kousek k jiz zminénému Rhaeticovi, ktery
sestavil prislusné tabulky.

Samotny ptivod jména sinus miizeme hledat v indickém slové jya. Ara-
bové poté toto jméno prijali v podobé jiba, které nemélo do té doby zadny
vyznam. Postupem c¢asu bylo ptvodni slovo zkomoleno do podoby jaib, v
prekladu slozit. Evropsti matematici, kdyz se s timhle jménem potkali, si ho
prelozili do latiny, coz bylo jiz dnes kazdému zndmé slovo sinus.

Kosinus je funkce velmi podobné sinu a maji spolu spolecné vice, nez se
zda. Kdyz se podivame na jednotkovou kruznici, povSimneme si, ze muzeme

vyuzit Pythagorovu vétu:

sinz 4+ cos®x = 1 (1.3)

Toto je nas$ prvni vztah mezi sinem a kosinem®. Zatim jsme dokézali
vsechno odvodit jen pohledem na jednotkovou kruznici. Nyni je na case ji
opustit a po vzoru starovékych Reki prozkoumat jeji vlastnosti i jinym zpt-

sobem.

4[UST2]
®Dalif jsou v tabulkdch zakladnich vztahii ve étvrté kapitole
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2 Téetivy ve starovéeku

2.1 Pocatky goniometrie

2.1.1 Egyptska rise

Prvni naznaky goniometrie jsou vidény jiz ve starovékém Egypté, kon-
krétné v Rhindském papyru. Jeho vznik se datuje priblizné do obdobi Stfedni
iiSe, zhruba kolem roku 1650 pt. n. l. a v roce 1858 byl zakoupen skotskym
pravnikem Henrym Rhindem v Egypté, tou dobou pod nadvlddou Osmanské
rise. Poté byl umistén do Britského narodniho musea, kde se nachazi dodnes.
Papyrus neni néjakou konkrétni teoretickou praci, nybrz feseni 84 praktic-
kych problému z oblasti architektury a spravy zemé, mezi nez patii i otazka,
jaky sklon ma mit pyramida. Tento sklon egypfané nazyvaji seged a defi-
novali ho jako pomér poloviny délky hrany pyramidy a jeji vysky. DnesSnim

ekvivalentem je kotangens.

Obréazek 2.1: Pyramida

17
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seqed ¢ = cotg ¢ = (2.1)

Staroegyptské tabulky v rhindském papyru jsou vibec prvni dochovany
pokus zapsat hodnoty goniometrickych funkci. O téchto ¢asech se mluvi jako
o proto-goniometrickém obdobi. Pieklad tabulek muzete nalézt v knize The
Rhind Mathematical Papyrus!. Tabulky byly v Sedesatkové soustavé a ra-
cionalni ¢isla byla zapsana pomoci kmenovych zlomki, coz jsou zlomky se
stejnym Citatelem (zpravidla 1), ale riznym jmenovatelem. Jejich souctem
se d4 napsat libovolné raciondlni ¢islo. Pro ilustraci, zapis ¢isla 2 miiZzeme

3
zapsat jako % + %.

2.1.2 Starovéké Recko

Po Egyptanech se (nejen) goniometrii vénovali Rekové. Byli to prvni ma-
tematici, ktefi se vénovali matematice samotné, zakladali si na dikazech
svych tvrzeni s dirazem na obecnost, oproti predchazejicim civilizacim, které
v matematice spatfovaly predevsim nastroj k feseni praktickych tloh.

Staif Rekové si viimli, ze ke kazdé tétive existuje pifslusny stfedovy thel.
Funkci, kterda thlu prifazuje délku této tétivy, nazyvame Chord, znacime

crd a.

Obréazek 2.2: Chord

lodkaz na pdf viz [RHP2]
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Co se tyce vztahu k sinu, podivame se na obrazek vyse. Sttedovy thel « je
dvojnasobny oproti tithlu, ktery se pouziva v argumentu sinu. Dale nam vrati
jen polovinu délky dané tétivy. Z toho vyplyvd, Ze crd a = 2sin . Jenze
to stale neni spravné. Jak jsem vyse uvedl, Rekové pouzivali sedesitkovou

kruznici, nikoli jednotkovou, tudiz vhodny je nasledujici vztah.

crd @ = 2rsin %; r = 60 (2.2)

Hipparchos, fecky matematik a filosof, jako prvni sestavil tabulky hod-
not této funkce. Nasledné je vyuzil k vypoctu vzdéalenosti Zemé od Mésice a
Slunce. Bohuzel jeho dilo se nedochovalo a vime o ném jenom zprostiedko-
vané, kdyz se o ném v jednom ze svych komentaii k Ptolemaiovu Almagestu
zminil Theon z Alexandrie, matematik zijici na konci 4. stoleti za vlady cisare
Theodosia.

Pokud bychom chtéli néjak chord vyuzivat ve vypoctech, jisté by byly
uzitecéné i jisté vztahy. Hipparchos jeden takovy odvodil z Pythagorovy véty

a z Thalétovy kruznice, coz zde nazorné ukazu:

Obrazek 2.3: Odvozeni vzorce

Ze znalosti Thalétovy kruznice vime, ze vsechny thly nad primeérem jsou
pravé. Pythagorova véta iikd, Ze soucet druhych mocnin odvésen se rovna

druhé mocniné pfepony. Uzitim téchto dvou vét vyplyva, Ze a® + b? = 4r2.
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Nyni za a,b dosadime chord. crd® o + crd? B = 4r2. Kdy# za 3 dosadime

180° — «, dostavame:

crd? a + crd? (180° — a) = 4r? (2.3)

Tento vztah je vlastné takovou obdobou k (1.3).

Dalsim matematikem, ktery navazal na Hipparchovu praci, byl Menelaos.
O jeho zivoté toho neni prilis znamo. Klaudios Ptolemaios ve svych textech
zminil, Ze kolem roku 98 n. 1. ptisobil v Rimé. Theén z Alexandrie ve svych
textech uvedl, Ze napsal Sestidilnou knihu? o thlech, bohuzel se dodnes nic

3 v jehoz prvnim dile existuje prvni

nedochovalo. Dale napsal dilo Sphaerica
definice sférického trojihelniku. Sféricky trojihelnik je takovy trojihelnik,
ktery se nachézi na kulové plose. Taktéz je obcas nazyvan Eulerovym troju-
helnikem. V téchto trojuhelnicich neplati Eukleidiiv 5. postulat, tj. Ze soucet
vnitinich hld je roven 180°. Ve druhém dile se vénoval pouze astronomii.
Pro nas je nejdilezitéjsi dil treti.

Ve treti knize formuloval tzv. Meneldovu vétu, kterda vyjadiuje rovnost

mezi pomeéry stran v trojihelniku, pokud jej protind néjaka primka.

Obrazek 2.4: Meneldos

2Knihou je zde myslen jeden svitek, ktery mél jen omezenou délku. TudiZ se zde mysli

jedno dilo, které je napsané na 6 svitcich.
3V feéting LparpLka.
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AFXBDXCE_
FB  DC =~ EA

V tomto tvaru je dulezité, ze tsecky jsou orientované, coz jim pridava i

-1 (2.4)

zaporny smysl délky.

Diikaz vypada nasledovné: nejprve dokazeme, ze obé strany budou mit
stejné znaménko. V pripadé, ze primka neprotina samotny trojihelnitk ABC,
pak vSechny priseciky lezi mimo trojuhelnik, z ¢ehoz vyplyva, Ze vSechny
tii poméry jsou zaporné. V pripadé, ze by primka protinala néjaky z bodu
A, B, C, pak bychom délili nulou a véta postrada smysl. V pripadé protnuti
trojuhelniku, aniz bychom protli néjaky z vrcholt, lezi dva z prisecika v
trojuhelniku, z ¢ehoz vyplyva, Ze je opét leva strana zaporna.

Nyni spustime kolmice z vrcholt trojuhelniku na pfimku F'E. PovsSim-
néme si, ze je zde nyni nékolik podobnych trojihelniki. Tohoto vyuzijme a
nahradme poméry usecek délkami kolmic. Jak ve jmenovateli, tak v citateli
nam vychazi stejny vyraz, tj. 1. Toto feseni je v absolutni hodnoté.

Treti ¢ast spociva v dukazu, ze vSechny tii body D, E, F' musi lezet na
jedné primce. Tato ¢ast je ovSem zrejma, kdyz si zvolime néjaky bod X,
ktery nenalezi primce a zaroven pro néj plati Meneldova véta, tak drive nebo
pozdéji dojdeme ke sporu.

Pro¢ jsme se tim zabyvali? Meneldos tuto vétu formuloval pro sféricky
trojuhelnik. VySe uvedeny trojihelnik promitl na kouli, a tim vétu (2.4)

transformoval do nésledujiciho tvaru:

crd AF " crd BD y ced CE B
ced FB ™ crd DC ~ crd EA

Kdyz vétu (2.4) prepiseme do funkce sinus pomoci (2.2), tak by méla véta

~1 (2.5)

nasledujici tvar:

sin AF " sin BD " sinCE B
sinFB = sinDC = sinEA

~1 (2.6)
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2.2 Klaudios Ptolemaios

Doted jsme se zabyvali pouze néjakou zakladni charakteristikou funkce
chord. Ale k ¢emu nam to je, kdyz nedokazeme urcit funkéni hodnoty pro
dany argument? Pravé témito vypocty se mimo jiné zabyval Klaudios Pto-
lemaios ve svém dile Almagest. Nepopiram, ze néjaké tabulky existovali jiz

pred nim, ale pravé jeho tabulky jsou prvni dochované tabulky tohoto typu.

2.2.1 Zivotopis

Klaudia mtzeme povazovat za nejvlivnéjsiho antického astronoma. Jeho
Almagest* je plné srovnatelny s Eukleidovymi Zdklady. Neni zndmo jeho da-
tum narozeni, ¢i umrti, jediné, co dokdzeme urcit, je jeho pusobeni v Ale-
xandrii podle méreni, kterd provadél od 26. brezna 127 do 2. tinora 141 n.
. To je tak asi vSechno, co vime o jeho zivoté. Na zakladé rozboru jména
muzeme dojit k nasledujicim poznatkiim: jméno Ptolemaios naznacuje, ze
jeho rodina piivodné pochazela z Recka. Naopak Claudius naznacuje, Ze byl
fimskym obcanem, s tim, ze jeho predek dostal fimské obc¢anstvi ptiblizné v
dobé vlady Julsko-Klaudijské dynastie.
ského prekladu ptivodniho nazvu Matematické pojedndni. Tato kniha se sklada
ze 13 svitkl a zpracovava matematickou teorii pohybu nebeskych téles, tj.
Slunce, Mésice a planet.

Na pocatku knihy obhajuje geocentricky model Slunec¢ni soustavy. Prvni
2 knihy jsou ¢isté matematickou teorii, kde popisuje sférickou trigonometrii,
kterda bude rozebrana na nasledujicich stranach této prace. Treti kniha se
zabyva pohybem Slunce, ¢tvrta a pata pohybem Meésice, kniha Sestd spojuje
poznatky predchézejicich kapitol na vysvétleni zatméni. Dalsi 2 knihy se
zabyvaji pohybem hvézd a zbytek pohybem planet.

Dalsi Ptolemaiova dila, napr. Prirucni tabulky, Planetdrni Hypotézy, Pla-

nisphaerium, ¢i Analéma doplnuji samotny Almagest. Poté napsal knihu

4Jedn4 se o arabsky preklad, origindlni text nese nazev Meyaln ovvralis

22



Tetrabiblos, ktera se zabyva astrologii a snazi se v ni vysvétlit piisobeni hvézd
na pozemské déni pomoci fyziky, ovsem je to porad astrologie. Geografie je
Ptolemaitiv pokus zmapovat cely tehdy znamy svét, uzitim zemépisné délky
a §fiky. Bohuzel jsou jeho mapy nepiesné, predeviim mimo Rimskou ¥isi,
nebot nemél dostatek informaci mimo fimské hranice. Optika se dochovala
pouze ve zlomcich, ovsem pojednava o svétlu, barvach, odrazu i lomu svétla.

Posledni znamé dilo Harmonika se zabyva hudebnimi intervaly.

2.2.2 Pravidelny pétithelnik a desetitihelnik

Nez zacneme pocitat, je potieba si blize popsat sedesatkovou soustavu,
ve které pocital Ptolemaios a kterou budeme ¢astecné pouzivat i my. Samotné
soustava je spise poztstatkem po Mezopotamii. Vezméme si Sedesatkovou
kruznici. Délka jejiho poloméru ma 60 dill, zatimco délka celého oblouku
je 360°, jako dnes. Jelikoz Rekové nepouzivali desetinnou (ani jinou) ¢arku,
jsou jednotlivé fady oddéleny mezerou, napt. ¢islo 7,5 bychom napsali jako
7 30. Obecnéji, kdyz pismena budou ¢islice:

B C
AB’C”:A+@+@

Po seznameni s feckym formalismem je potfeba vytycit cil této kapitoly.
Pokusim se zde, podle Ptolemaiova Almagestu, odvodit vzorec na vypocet
chordu/sinu 1°. Ptolemaios byl ve svém dile velice peclivy, tudiz, a¢ svoji
praci povazuji spise za prekladatelskou, se budu snazit vysvétlit kroky jeho
postupu tak, aby byly srozumitelné.

Nyni budeme postupovat striktné podle Ptolemaiova popisu a sestro-
jime si strany pravidelného pétitihelniku a desetitthelniku. Ptolemaios piSe®
"Méjme nejdrive pulkruh ABT o pruméru AAT a stredu A. Vedme z A pri-
mou AB kolmou k AT napil v bodé E. Vedme spojnici EB, méjme EZ stejné
velkou jako EB. Turdim, Ze Z/ je stranou pravidelného desetitihelniku a BZ

petithelniku. "

Sviz [Eucl]
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Abychom pochopili, co pravé napsal, bude stézejni si udélat nakres.

A Z A E I

Obrazek 2.5: Pétitthelnik a desetiithelnik

Ptolemaios tvrdi, ze plati nasledujici rovnosti. Abychom vidéli, ze to plati,

budeme délky stran zapisovat také jako aig a r, kde r je polomér kruhu.

I'Z-ZA+ EN* = EZ?

r\?2 r\ 2
o+ e+ (5) = o+ 5)

Vsimnéme si, Ze je to pouhy roznasobeny tvar druhé mocniny dvojcélenu.
Vime také, ze EB = EZ. Poté také napiseme Pythagorovu vétu pro troju-
helnik BAFE:

EA? + BA? = EZ?
I'Z-ZA+ EA? = EA? + BA?
I'Z-ZA = BA? =TA?
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(T’ + alo)alo = TQ

o1
-~

Vsimnéme si, Ze pomér ¢ mezi r a ajg je zlaty fez®. Ptolemaios tvrdi, Ze

Qo =T

ro (2.7)

jelikoz se délka pravidelného Sestitthelniku a desetitthelniku déli v pomeéru
zlatého Tezu a I'A je stejné velka jako strana Sestithelniku, ktery by byl
vepsan do kruznice ABT', pak a;¢ musi byt stranou desetitthelniku vepsaného

do stejné kruznice. Z toho dokazeme, zZe as je délka pétithelniku.

ZB* = ZA* + TA?* = ZA? 4 BA?

2
—1
as = (r\/gz ) +r?

B

5 _—
2

Ptolemaios také tvrdi, ze soucet druhych mocnin stran desetitthelniku a

as =T

(2.8)

Sestitthelniku se rovnaji mocniné strany pétithelniku, pak, vzhledem k rov-
nosti vyse, je as stranou pétithelniku. V téchto tvrzenich vychazi z Euklei-
dovych Zaklad.

Dikazy mame za sebou a je cas pokrocit k pocitani. Vime, ze strané
pétithelniku odpovida stfedovy thel 72° a polomér r» = 60. Z toho vyplyva,

ze:

crd 72° =170 32" 3"

Analogicky pro stredovy tihel k desetitihelniku, respektive k Sestitthelniku

a ke ¢tverci plati, ze:

crd 36° = 37 4’ 55"
6Viz Lubos Motl v knize Péstujeme Linedrni Algebru [PLA]
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crd 60° = 60

crd 90° = 84 51" 10”

Myslim, ze je vypocet délky tétivy pro uhel 60°, respektive 90°, je v
porovnani s pétitthelnikem a desetitthelnikem trivialni a neni tfeba ho uvadét.
Poté Ptolemaios odvodi, s pomoci vzorce u Hipparcha (2.3), velikosti hlu
doplnkovych do 180°. Tyto thly pro nas prozatim nejsou prilis dulezité.

Pokud bychom chtéli hodnoty pro sinus thla, budeme postupovat po-
dobné, polomér bude 1, pocitany tihel poloviéni a i vypoc¢téna hodnota po-

lovinou dané tétivy, priklad:

1
in30° = —
S111 2
as 55
in36° = — = 2 =(,5878
Sin 9 9 ,

Tyto dva thly jsem nevybral ndhodné, budeme s nimi pozdéji pracovat

paralelné k Ptolemaiovu postupu.

2.2.3 Ptolemaiova véta o uhloprickach

Prisli jsme k ¢asti, o které sam ve svém dile Ptolemaios prohlésil, Ze se
jednd o uziteéné lemmatko, ale dnes se povazuje za jeden z jeho hlavnich
prinostu geometrii. Nazyva se Ptolemaiova véta o thloptickach, pouziva se v

mnoha dikazech a moje prvni setkani s ni prislo na Matematické Olympiadeé.
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B

Obréazek 2.6: Tétivovy ¢tyiihelnik

Na nakresu vyse je nakreslen tétivovy ¢tyruhelnik ABT'A. Abychom mohli
odvodit Ptolemaiovu vétu, tak byl prikreslen bod E, pro néjz plati, ze lezi
na tsecce AT a velikost tthlu ABE je shodny s TBA. Uhel AT'B a thel AAB
jsou obvodové thly nad AB, tudiz maji stejnou velikost. Zaroven ABA je
shodny s EBI', coz vychazi z toho, jak jsme si definovali polohu bodu FE.
Vsimnéme si, ze trojuhelniky ABA a EBI jsou si podobné. Proto plati, ze:

BU _ BA
'E AA

BI' AA= BATE

Analogicky tthel ABFE je shodny s 'BA a BAI' s BAT'. Z toho vyplyva,
ze trojuhelnik BT'A je podobny s BEA.

AB _ BA
AE AT

ABTA = BA AFE

Pokud sec¢teme vysledné dvé rovnosti, dostaneme:

BT AA+ ABTA = BA(CE + AE)
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BT AA+ ABTA = BA AT (2.9)

Coz je Ptolemaiova véta. Ted by se nam hodilo z ni odvodit néco jako
souctovy vzorec. Nakresleme takovy ¢tyithelnik ABT'A, ktery bude mit opsa-
nou kruznici o praméru AA. Méjme dané i tétivy AB a AIl'. Ptolemaios tvrdi,

ze 1ze dopocitat i délku tétivy BI'. Pojdme si to dokézat.

r

Obrazek 2.7: Rozdilovy vzorec

Nejprve dokresleme spojnice BA a I'A. Kdyz vyuzijeme Ptolemaiovu vétu

(2.9), dostaneme:

AB-TA+ AA-BI' = Al'- BA

Ze zadani zndme AB i AT' a vyuzitim Hipparchova vzorce (2.3) i BA a
I'A, tudiz ndm zbyva pouze obdélnik AA - BI', kde ovsem AA je znama.
Takze staci vyjadrit BI'. Abychom to vyjadrili thly, pak crd a odpovida AT’
a crd § odpovidda AB.

erd (o — B) = crd « - crd (180° — 5)2—Tcrd B -crd (180° — «) (2.10)

Osobné bych ho spise pojmenoval rozdilovy vzorec. Ten pomoci ekviva-
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lentnich prav upravime do souc¢tového vzorce, ktery vypada nasledovné”

crd a - erd (180° — ) + crd S - crd (180° — «)
2r

crd (a+ B) = (2.11)

Kdyz jsme vybaveni touto mocnou zbrani, mtizeme bez problémi spocitat
crd 12°, poté jen s malou upravou, i jeho polovinu, ¢tvrtinu atd. Vzorec bude
vypadat takhle®

crd (Z) = \/2r2 —r-crd (180° — «) (2.12)

Popr. kdybychom naopak chtéli dvojnasobek thlu, vzorec bude vypadat

nasledovné:

crd a - crd (180° — «)

crd (2a) = .

(2.13)

A co sinus a kosinus? Do téchto vzorcti muzeme dosadit z prevodniho

vzorce (2.2), pficemz crd (180°—a) je néco jako kosinus. Poté snadno zjistime,

v

ze:

sin(a + ) = sinacos 5 + cos asin (2.14)
cos(a+ ) = cosawcos § — sinasin 3 (2.15)
sin 2a = 2sin o cos a (2.16)
cos(2a) = cos® a — sin® o (2.17)

Qo 1 —cosa
in | — ::I:\li 2.18
sm<2> 5 ( )

"Ptolemaios odvodil tento vzorec zvlast, nam postaéi, kdyZ z rozdilového vzorce vyja-

difme soucet thli. Mozna je to pracnéjsi, ale primocarejsi cesta.
8Ptolemaios tento vzorec odvodil pfimo, my si postacime s rozdilovym vzorcem, kde

cd (a—f)=crd (o — %) a vyjddiime crd §.
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«Q 1+ cosa
— ::I:\li 2.1
cos<2> 5 (2.19)

2.2.4 Metoda vypoctu sinu thlu 1°

Dokazeme presné spocitat délku tétivy pro %O i pro %O, ale nikoliv pro 1°.
Pro¢? Abychom tuto hodnotu zjistili, museli bychom provést trisekci thlu,
coz Ptolemaios zcela jisté nemohl. V roce 1832 jisty Evariste Galois polozil
zéklady teorie grup, kde se zabyval fesitelnosti algebraickych rovnic?, pficemsz
dokéazal, ze trisekci thlu nelze provést. Ale jak to vyresit? Nezbyva nam nic
jiného, nez tuto hodnotu néjak aproximovat.

Abychom mohli aproximovat, musime si nejprve dokézat jednu vétu.

Totiz, ze kdyz o < 3, pak:

crd « - crd £
o g

Pokud se zamyslite, pak dojdete k zavéru, ze tato nerovnost plati. Jako

(2.20)

vétsi thel si vemte napriklad 180°. Potom bude tento pomér opravdu maly.
Jako dalsi thel si vemte néjaky nepatrny, potom sin a &~ «, proto jejich pomeér
se bude limitné blizit jedné, kdyz se « blizi k nule. Ted formalni dikaz, opét
podle Ptolemaia:

Pro zacatek mame predpoklad, ze AB < BI'. BA je osou uhlu ABT.
Kdyz se podivame, zjistime, ze AA = I'A, protoze maji stejny obvodovy thel.
Taktéz si mizeme povSimnout, ze 'E > AFE a jsou ve stejném poméru jako
nase dvé tétivy. To plyne z naseho predpokladu. Taktéz jsme sestrojili kolmici
k AT, ktera prochazi bodem A. Jelikoz je kolmice v nejkratsi vzdalenosti od
bodu, pak AA > FA > ZA. Kdyz nyni povedeme kruznici se stredem
v A a polomérem AF, pak bude H nutné lezet na tsecce AA a bod ©
na poloprimce AZ za bodem Z. Z toho také vyplyva, ze obsah AAFE je
vétsi nez plocha vysece HAFE. Analogicky plocha vysece EAO je vétsi nez

9Diikaz nefegitelnosti trisekce hlu viz strana 42 v [PLA]
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Obrazek 2.8: Aproximace

obsah trojuhelniku FAZ. Tyto dvé nerovnosti zakomponujeme do sebe, poté

dostaneme tvar:

AEZ - AEO
AFA AFEH

Jelikoz maji trojuhelniky AAE a EAZ stejnou vysku, pak pomér obsaht

bude roven poméru jejich zékladen. Podobny je vztah plochy vysece k thlu

za konstantniho poloméru. Proto:

EZ - LZAFE
EFA /ZFEAA

Provedeme souctovy pomér, tj. ze z A : B vyvodime (A + B) : B. Tudiz

dostaneme:

ZA - LZAA
EFA  /ZEAA

r'A - ZTAA
EA  /ZEAA

Rozdilovy pomér je podobny, akorat z A : B vyvodime (A — B) : B.

Potom:
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I _ /TAE
EA ~ /EAA
Z pocatecniho predpokladu ale plyne, ze:

I'B e I'B
BA  ~ BA

Coz je pomeér, ktery jsme si chtéli odvodit. Je to totiz ekvivalentni k:

crd o - crd 5
o g

v . o o] o] ’ v
Vezméme si thly 27 a 27, Vime, Ze:

crd %O crd 1°
3 1

(0]
crd 1°  crd %
>
1 3
2
Nyni mtzeme slozit dohromady a vy¢islit, z ¢ehoz dostaneme, ze:

"

2
1250 <erd1°< 12 505

Vsimnéme si, ze pokud vezmeme crd 1° = 1 2’ 50”, dopustime se odchylky
velikosti mensi nez ﬁ, coz je opravdu velice presny vysledek a pro sestaveni
tabulek s chténou presnosti staci.

Po dokonceni dikaz Ptolemaios sestavi tabulky podle nasledujictho na-
vodu:

1. Uréi hodnotu %O

2. Urci vsechny néasobky po 180°

3. Aproximuje velikost 1° a z toho vyvodi %O

4. Uréi hodnoty n - %O + %O

My ovsem dnes nepouzivame crd «, nybrz sinus a kosinus. P1i sestavovani
nasich tabulek ale budeme postupovat stejné. S jeho metodou se dostaneme
na krok velikosti io s presnosti priblizné na 0,0003. Tabulky naleznete ve

c¢tvrté kapitole a v Pythonu napsany skript v priloze.
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3 Mocninné rady

Kde tyto poznatky vyuzit? Nejprve se podivejme, proc se vlastné staro-
feCti mudrci goniometrii zabyvali. Jeji hlavni potencidl vidéli v astronomii,
jako prostiedek pro pocitani délky obéhu planet. Pak bychom mohli dalsi
vyuziti najit v goniometrii, k dopocitavani thli v trojihelniku. Tento smér
uz neposkytoval moznost dalsiho rozvoje.

V této kapitole bych rad uvedl, jakym smérem se goniometrické funkce
budou ubirat v novovéku za véku matematickych velikant, jako byli Newton
¢i Leibnitz. Je to pouhy nastin, tato kratka kapitolka by vydala za samostat-
nou praci. Z toho duvodu se nebudu snazit uvadét néjaké diukazy, vysvétlovat
zéklady analyzy ¢i se zabyvat speciadlnimi pripady, nybrz se budu snazit jen
vysveétlit, jak tito matematici pracovali s goniometrickymi funkcemi. Kdyz
matematik vynalezne novy matematicky aparat, zkousi, kde vsude ho muze
aplikovat, jako malé dité.

Vzhledem k tomu, ze se v této Casti prace méni charakter metod, jakym
pouzivame goniometrické funkce, budeme muset zménit i jejich definice. K
tomu vyuzijme nase souctové vzorce. Tvrdim, Ze souc¢tové vzorce jednoznacné
urcuji funkce sinus a kosinus za splnéni okrajovych podminek na oboru real-
nych ¢isel. Tuto dvojici si nyni definujme jako feSeni soustavy funkcionalnich

rovnic:

(3.1)
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3.1 Arkus sinus

V novoveéku byly polozeny zdklady matematické analyzy, predevsim Isa-
acem Newtonem a Gottfriedem Leibnitzem. Zprvu pouze dokazali urc¢it de-

rivaci a integral polynomi. Ovsem jak spocitat treba nasledujici integral?

t 1
[
0 V1 —a?
Pojdme to nejprve spocitat, jak bychom to pocitali dnes. Provedme sub-

stituci:

T =sina
dx = cosada

Tudiz vyraz upravime nasledovneé:

[arcsin z]}) = arcsint

Ale co kdyz neumime substituci? Potfebovali bychom vyjadrit nas vyraz

jako polynom. Vyuzijme binomickou vétu:

(z+y)" = kﬁ% (Z) g hyh (3.3)

Bohuzel, nas vyraz mé exponent —%, ktery nenalezi do prirozenych cisel.
I tak se pokusme binomicky rozvoj napsat.

Nejprve zkusme vyTesit problém s kombina¢nim cislem.

(1) = e e 2

o ala—1D)(a—2)...(a—k+1
@ - ole= Do ) )
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Ackoli se zdalo, ze budeme mit problémy s nekone¢nym souc¢tem, nakonec
se nam ten nekonecny "ocasek" pokratil a zbyl nam konecny pocet c¢lent
souc¢inu. Tento predpis umoziuje, aby a bylo libovolné komplexni éislot. Nyni
postoupime k binomické vété. Zde se nekonec¢nému souctu nevyhneme, coz

by nas ale tolik mrzet nemuselo.

A I )

Ted tento vyraz dosadme do naseho integralu:

/Ot(l ) de = /Ot 14 (‘f) (—a?) + <—2§>(_x2)2 Cd

KdyZ nyni dosadime meze, dostaneme zajimavou rovnost, vypadajici na-

sledovné:

—1\ ;3 1\ 45 t
arcsint = [Q}'"‘ ( 12>3 + < 22>5—|— ...]O

nt—t4 t3 N 3t° N
arcsint = — —_—
6 40

3.2 Sinus - Tayloriv polynom

Kdyz pomoci rady dokazeme vyjadrit arcsin x, pro¢ bychom nedokazali

vyjadrit také sin x? Obecné bychom mohli napsat, ze:

sinz = ag + a1z + asx® + ...

Jak zjistit koeficienty? Nejprve polozme x = 0. Z toho vyplyva, ze:

sin0=ap+0=0

'Nyni bych doporudil étenaii za o dosadit néjaké konkrétni hodnoty a néco malo si

napocitat.
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Dale, ktery operator "sebere" konstantu a snizi exponent u vsSech ¢lenu?
Derivace! Tudiz zderivujme sin z podle definice s vyuzitim znalosti soucto-

vych vzorct a dvou limit.

. v .. sin(x+h)—sinx . sinzcosh+sinhcosz —sinx
(sinz) = lim = lim =
h—0 h h—0 h
. cosh —1 sin h
= lim sinx + cosz | =04 cosx = cosx
h—0 h h

cosr =04 ay + 2a9x + 3a3x2...

Poté polynom nasledné prolozime nulou:

cos0=a;+0=1

Nyni bychom mohli pokracovat v derivacich, pricemz zjistime, Ze koefici-
enty, vzhledem k derivacim, jsou faktoridlového charakteru a liché mocniny

x jsou nulové. Ve vysledku dojdeme ke vztahu:

x3 ab

smx:x—g—kg—i—...

9] (—1)kx1+2k

sinx = Z

= (14 2k)!
Analogicky bychom dokéazali odvodit vzorec pro kosinus.

3.3 Sinus - Newtoniv postup

Ovsem Newton dokézal tento vzorec odvodit pouhou tpravou fady pro
arkus sinus?. Je to o néco slozitéjsi postup, neZ jsme aplikovali my. Nejprve

si napsal:

arcsinx = z

2viz studijni text Princetonské university [PRIC1]
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Poté zacal aproximaci, ze x = z, s tim, ze:

r=z+p

kde p jsou neznamé cleny rady. Nyni za x dosadil do nasi rady pro arkus
sinus:
(z+p)°  3(z+p)°

(z+p) + 6 T g T=¢

Nejprve rozvineme mocniny, vytkneme mocniny p a vSechny c¢leny, kde

exponent p je vétsi nez 1, zanedbame. Timto postupem nam vyjde, ze:

23 320 22 34
e+ l+ =+—+4..)=0
(6+40+)+p(+2+8+)
_22 3%
p= 6 40

o 22 4 324
I+ 5 +3% 4
7 citatele si vezmeme pouze prvni ¢len a vSe ostatni schovame do pismene

¢, ¢imz dostaneme:

ZS

=-"+
p=—Fta

Nyni dosadime zpét k x, ¢imz dostaneme:

23

r=z——+
6 q
Pokracovanim tohoto postupu s ¢ dojdeme k poznani, ze fada, vyse odvo-

zena Taylorovym rozvojem, je shodné s radou, kterou odvodil Newton diive
(asi 0 6 let).

3.4 Isaac Newton

Nyni bych rdd napsal néco mélo o Isaacu Newtonovi®. Sir Isaac Newton

se narodil 4. ledna 1643 v rodinném panstvi ve Woolsthorpe. Jeho otec ze-

3V této kapitole vychdzim z Newtonovy biografie na MacTutor od University St. An-
drews [UST3]
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mrel jesté pred jeho narozenim a zanechal mu znacné dédictvi. On sdm byl
negramotny a nedokézal se ani podepsat. Jeho matka se dva roky poté znovu
ozenila. Isaac nemél prilis stastné détstvi. Jeho déda ho nemél piilis rad a
ani vztahy s ot¢cimem nebyly nejlepsi. Kratce po ot¢imové smrti Isaac odesel
studovat na gymnazium a rozhodl se jit po akademické draze. Po dokonceni
skoly se rozhodl jit studovat na Cambridge. Zde velmi brzy vystudoval a stal
se Lukasianskym profesorem.

Jeho prvni prace se vénovala optice. Po uc¢inéni nékolika objevi se zde
dostal do sporu s Hookem, ktery tvrdil, Ze ¢ast jeho prace byla od néj zkopi-
rovana. Nasledné se vénoval obecné teorii gravitace a formuloval Newtonovy
zakony. V roce 1693 se po nervovém zhrouceni rozhodl odejit do dichodu
a nakonec opustil Cambridge. V roce 1703 byl zvolen prezidentem Veédecké
akademie az do jeho smrti 31. bfezna 1727.

Vétsinu své prace nezverejnoval, spise drzel v tajnosti, a kdyz uz néjakou
zverejnil, ¢asto pouzival nekonstruktivni dikazy, aby tak skryl sviij vlastni
postup. Ve sporu s Leibnitzem vyuzival své pozice, aby ostatni presvédcil, ze

hlavni zasluhu na vytvoreni kalkulu ma on, nikoli Leibnitz.
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4 Tabulky

4.1 Prehled goniometrickych funkci

Funkce Definice Zékladni vztah
Sinus sing =2 sinz = 1 — cos?x
Kosinus cosx =2 cost = V1 —sin’z
Tangens tg x = Z tg v = ig;fc
Kotangens cotg ¥ = ¢ cotg ¥ = %
Sekans sec x = ¢ sec r = Colsx
Kosekans cscx = 7§ csc = —
Sinus versus

sinx
versin x =1 — ¢

- versin x =1 — coszx
Kosinus versus

vercosin z = 1 + %

vercosin x = 1 + cosx
Sinus koversus

coversin x = 1 — lc’ coversin x = 1 —sinzx
Kosinus koversus

covercosin x = 1 + g

covercosin x = 1 +sinx
Semisinus versus

haversin z =

a
c

haversin x = 1=¢osz
2 2
. . . 1+4 . 14-cos
Semikosinus versus | havercosin ¢ = 5 havercosin ¢ = =32

2
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Funkce Definice Zakladni vztah

b ) L

Semisinus koversus hacoversin z = 5° hacoversin z = 15%
: : : 142 : l+sinz
Semikosinus koversus | hacovercosin z = 5 hacovercosin x = e

Exsekans exsecx =1-— ¢ exsec r =1 — —
a cosS T

Exkosekans excsc x =1 — % excsc x =1 — Siix

Chord crd z = 27"2% crd @ = 2rsin §

Pozn: V tabulce vyse c je prepona, a je strana prilehld a b je strana
protilehla v pravouhlém trojihelniku ABC.

Tangens a kotangens se dnes pouzivaji sice méné casto nez sinus a kosinus,
ale i tak se s nimi bézné potkavame. Se sekans a kosekans se jesté stéle
muzete potkat, tfeba pri integracich, ale bézné se jiz dnes nepouzivaji. Pokud
budeme pokracovat tabulkou nize, narazime na funkce, které spise patti do
historie matematiky. Narazite na né v historickych textech. Sinus versus napr.
vyuzil ve svych vypoctech ¢insky matematik Shen Kuo, kdyz aproximoval
délku oblouku. Nic vam samoziejmé nebrani je zacit pouzivat. Mezi nimi
existuje takova vyjimka, semisinus versus, v anglickych textech pod jménem
haversine, kterda se pouziva k vypoctu délky orthodromy, tedy vzdalenosti

mezi dvéma misty (nejen) na Zemi.
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€eXasC

Sin

versin | exsec

SeC

Obrézek 4.1: Vizualizace na jednotkové kruznici
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4.2 Hodnoty goniometrickych funkci

Uhel (stupné)

0.5
1.0
1.5
2.0
2.5
3.0
3.5
4.0
4.5
5.0
9.5

6.0

Sinus

0.0087267

0.0174522

0.0261769

0.0348997

0.0436192

0.052336

0.0610487

0.0697563

0.0784591

0.0871559

0.0958456

0.1045285

Kosinus

0.9999619

0.9998477

0.9996573

0.9993908

0.9990482

0.9986295

0.9981348

0.9975641

0.9969173

0.9961947

0.9953962

0.9945219

42

Tangens

0.0087271

0.0174549

0.0261859

0.034921

0.0436607

0.0524078

0.0611628

0.0699266

0.0787017

0.0874889

0.0962889

0.1051042

Kotangens

114.5861045

57.2905981

38.1884593

28.6360941

22.9038674

19.0811367

16.3498035

14.3007061

12.7062047

11.4300268

10.3854182

9.5143645



Uhel (stupné)
6.5
7.0
7.5
8.0
8.5
9.0
9.5
10.0
10.5
11.0
11.5

12.0

Sinus

0.1132034

0.1218692

0.1305262

0.1391733

0.1478092

0.1564345

0.1650478

0.173648

0.1822355

0.1908092

0.1993677

0.2079117

Kosinus

0.9935718

0.9925462

0.9914449

0.990268

0.9890159

0.9876883

0.9862856

0.9848078

0.9832549

0.9816271

0.9799247

0.9781476

43

Tangens

0.1139358

0.1227844

0.1316525

0.140541

0.1494508

0.1583844

0.1673428

0.1763268

0.185339

0.1943805

0.2034521

0.2125566

Kotangens

8.7768722

8.1443595

7.5957541

7.1153597

6.6911651

6.3137515

5.9757572

5.6712882

5.3955172

5.1445487

4.9151619

4.7046301



Uhel (stupné)
12.5
13.0
13.5
14.0
14.5
15.0
15.5
16.0
16.5
17.0
17.5

18.0

Sinus

0.2164398

0.2249509

0.2334454

0.2419221

0.2503798

0.258819

0.2672386

0.2756372

0.2840153

0.2923719

0.3007056

0.309017

Kosinus

0.976296

0.9743701

0.9723699

0.9702957

0.9681477

0.9659258

0.9636304

0.9612617

0.9588197

0.9563047

0.953717

0.9510565

44

Tangens

0.2216949

0.230868

0.2400788

0.2493282

0.2586174

0.2679492

0.2773248

0.2867452

0.2962135

0.3057309

0.3152986

0.3249197

Kotangens

4.5107044

4.3314797

4.1652998

4.0107776

3.8667162

3.7320508

3.6058808

3.487417

3.3759434

3.2708504

3.1715969

3.0776835



Uhel (stupné)
18.5
19.0
19.5
20.0
20.5
21.0
21.5
22.0
22.5
23.0
23.5

24.0

Sinus

0.3173048

0.325568

0.3338069

0.3420203

0.3502072

0.3583679

0.3665014

0.3746064

0.3826834

0.3907313

0.3987489

0.4067366

Kosinus

0.9483236

0.9455186

0.9426415

0.9396926

0.9366723

0.9335804

0.9304175

0.9271839

0.9238795

0.9205048

0.9170602

0.9135455

45

Tangens

0.3345955

0.3443274

0.3541186

0.3639705

0.3738845

0.383864

0.3939107

0.404026

0.4142136

0.424475

0.4348121

0.4452287

Kotangens

2.988683

2.9042127

2.8239129

27474758

2.6746231

2.6050891

2.5386465

2.4750882

2.4142136

2.3558511

2.2998438

2.2460368



Uhel (stupné)
24.5
25.0
25.5
26.0
26.5
27.0
27.5
28.0
28.5
29.0
29.5

30.0

Sinus

0.4146934

0.4226181

0.4305111

0.4383713

0.4461976

0.4539905

0.4617488

0.4694714

0.4771588

0.4848098

0.4924234

0.5

Kosinus

0.9099612

0.9063079

0.9025853

0.898794

0.8949344

0.8910065

0.8870107

0.8829477

0.8788171

0.8746196

0.8703558

0.8660254

46

Tangens

0.4557265

0.4663074

0.4769755

0.4877328

0.4985814

0.5095254

0.5205673

0.5317092

0.5429557

0.5543093

0.5657725

0.5773503

Kotangens

2.1942986

2.144508

2.0965436

2.0503028

2.0056907

1.9626105

1.9209812

1.8807273

1.8417709

1.8040469

1.7674948

1.7320508



Uhel (stupné)
30.5
31.0
31.5
32.0
32.5
33.0
33.5
34.0
34.5
35.0
35.5

36.0

Sinus

0.5075385

0.5150379

0.5224986

0.5299194

0.5372994

0.544639

0.5519371

0.5591927

0.5664062

0.5735766

0.5807028

0.5877853

Kosinus

0.8616291

0.8571674

0.8526402

0.848048

0.8433915

0.8386706

0.8338857

0.8290377

0.8241262

0.8191519

0.8141156

0.809017

47

Tangens

0.5890453

0.6008604

0.6128008

0.6248696

0.63707

0.6494076

0.6618858

0.6745082

0.687281

0.7002078

0.7132928

0.7265425

Kotangens

1.6976624

1.6642802

1.6318517

1.6003338

1.5696862

1.539865

1.5108346

1.4825616

1.455009

1.4281474

1.4019489

1.3763819



Uhel (stupné)
36.5
37.0
37.5
38.0
38.5
39.0
39.5
40.0
40.5
41.0
415

42.0

Sinus

0.5948229

0.6018149

0.6087614

0.6156616

0.6225145

0.6293204

0.6360784

0.6427875

0.649448

0.6560592

0.6626199

0.6691306

Kosinus

0.8038567

0.7986356

0.7933533

0.7880106

0.7826083

0.777146

0.7716245

0.7660446

0.760406

0.7547095

0.7489558

0.7431448

48

Tangens

0.7399614

0.7535537

0.767327

0.7812859

0.7954356

0.809784

0.8243367

0.8390993

0.8540807

0.8692871

0.8847249

0.900404

Kotangens

1.3514219

1.3270454

1.3032254

1.2799411

1.2571728

1.2348972

1.2130965

1.1917541

1.1708496

1.150368

1.1302948

1.1106125



Uhel (stupné)
42.5
43.0
43.5
44.0
44.5
45.0
45.5
46.0
46.5
47.0
47.5

48.0

Sinus

0.6755904

0.6819982

0.6883546

0.6946585

0.7009091

0.7071068

0.7132506

0.7193397

0.7253744

0.7313538

0.7372772

0.7431448

Kosinus

0.7372772

0.7313538

0.7253744

0.7193397

0.7132506

0.7071068

0.7009091

0.6946585

0.6883546

0.6819982

0.6755904

0.6691306

49

Tangens

0.9163315

0.9325147

0.9489646

0.9656891

0.9826969

1.0

1.0176078

1.0355299

1.0537801

1.0723691

1.0913081

1.1106125

Kotangens

1.0913081

1.0723691

1.0537801

1.0355299

1.0176078

1.0

0.9826969

0.9656891

0.9489646

0.9325147

0.9163315

0.900404



Uhel (stupné)
48.5
49.0
49.5
50.0
50.5
51.0
51.5
52.0
52.5
53.0
53.5

54.0

Sinus

0.7489558

0.7547095

0.760406

0.7660446

0.7716245

0.777146

0.7826083

0.7880106

0.7933533

0.7986356

0.8038567

0.809017

Kosinus

0.6626199

0.6560592

0.649448

0.6427875

0.6360784

0.6293204

0.6225145

0.6156616

0.6087614

0.6018149

0.5948229

0.5877853

90

Tangens

1.1302948

1.150368

1.1708496

1.1917541

1.2130965

1.2348972

1.2571728

1.2799411

1.3032254

1.3270454

1.3514219

1.3763819

Kotangens

0.8847249

0.8692871

0.8540807

0.8390993

0.8243367

0.809784

0.7954356

0.7812859

0.767327

0.7535537

0.7399614

0.7265425



Uhel (stupné)
04.5
95.0
55.5
56.0
56.5
27.0
57.5
58.0
58.5
29.0
59.5

60.0

Sinus

0.8141156

0.8191519

0.8241262

0.8290377

0.8338857

0.8386706

0.8433915

0.848048

0.8526402

0.8571674

0.8616291

0.8660254

Kosinus

0.5807028

0.5735766

0.5664062

0.5591927

0.5519371

0.544639

0.5372994

0.5299194

0.5224986

0.5150379

0.5075385

0.5

51

Tangens

1.4019489

1.4281474

1.455009

1.4825616

1.5108346

1.539865

1.5696862

1.6003338

1.6318517

1.6642802

1.6976624

1.7320508

Kotangens

0.7132928

0.7002078

0.687281

0.6745082

0.6618858

0.6494076

0.63707

0.6248696

0.6128008

0.6008604

0.5890453

0.5773503



Uhel (stupné)
60.5
61.0
61.5
62.0
62.5
63.0
63.5
64.0
64.5
65.0
65.5

66.0

Sinus

0.8703558

0.8746196

0.8788171

0.8829477

0.8870107

0.8910065

0.8949344

0.898794

0.9025853

0.9063079

0.9099612

0.9135455

Kosinus

0.4924234

0.4848098

0.4771588

0.4694714

0.4617488

0.4539905

0.4461976

0.4383713

0.4305111

0.4226181

0.4146934

0.4067366

52

Tangens

1.7674948

1.8040469

1.8417709

1.8807273

1.9209812

1.9626105

2.0056907

2.0503028

2.0965436

2.144508

2.1942986

2.2460368

Kotangens

0.5657725

0.5543093

0.5429557

0.5317092

0.5205673

0.5095254

0.4985814

0.4877328

0.4769755

0.4663074

0.4557265

0.4452287



Uhel (stupné)
66.5
67.0
67.5
68.0
68.5
69.0
69.5
70.0
70.5
71.0
71.5

72.0

Sinus

0.9170602

0.9205048

0.9238795

0.9271839

0.9304175

0.9335804

0.9366723

0.9396926

0.9426415

0.9455186

0.9483236

0.9510565

Kosinus

0.3987489

0.3907313

0.3826834

0.3746064

0.3665014

0.3583679

0.3502072

0.3420203

0.3338069

0.325568

0.3173048

0.309017

93

Tangens

2.2998438

2.3558511

2.4142136

2.4750882

2.5386465

2.6050891

2.6746231

2.7474758

2.8239129

2.9042127

2.988683

3.0776835

Kotangens

0.4348121

0.424475

0.4142136

0.404026

0.3939107

0.383864

0.3738845

0.3639705

0.3541186

0.3443274

0.3345955

0.3249197



Uhel (stupné)
72.5
73.0
73.5
74.0
T4.5
75.0
75.5
76.0
76.5
77.0
775

78.0

Sinus

0.953717

0.9563047

0.9588197

0.9612617

0.9636304

0.9659258

0.9681477

0.9702957

0.9723699

0.9743701

0.976296

0.9781476

Kosinus

0.3007056

0.2923719

0.2840153

0.2756372

0.2672386

0.258819

0.2503798

0.2419221

0.2334454

0.2249509

0.2164398

0.2079117

o4

Tangens

3.1715969

3.2708504

3.3759434

3.487417

3.6058808

3.7320508

3.8667162

4.0107776

4.1652998

4.3314797

4.5107044

4.7046301

Kotangens

0.3152986

0.3057309

0.2962135

0.2867452

0.2773248

0.2679492

0.2586174

0.2493282

0.2400788

0.230868

0.2216949

0.2125566



Uhel (stupné)
78.5
79.0
79.5
80.0
80.5
81.0
81.5
82.0
82.5
83.0
83.5

84.0

Sinus

0.9799247

0.9816271

0.9832549

0.9848078

0.9862856

0.9876883

0.9890159

0.990268

0.9914449

0.9925462

0.9935718

0.9945219

Kosinus

0.1993677

0.1908092

0.1822355

0.173648

0.1650478

0.1564345

0.1478092

0.1391733

0.1305262

0.1218692

0.1132034

0.1045285

95

Tangens

4.9151619

5.1445487

5.3955172

5.6712882

5.9757572

6.3137515

6.6911651

7.1153597

7.5957541

8.1443595

8.7768722

9.5143645

Kotangens

0.2034521

0.1943805

0.185339

0.1763268

0.1673428

0.1583844

0.1494508

0.140541

0.1316525

0.1227844

0.1139358

0.1051042



Uhel (stupné)
84.5
85.0
85.5
86.0
86.5
87.0
87.5
88.0
88.5
89.0
89.5

90

Sinus

0.9953962

0.9961947

0.9969173

0.9975641

0.9981348

0.9986295

0.9990482

0.9993908

0.9996573

0.9998477

0.9999619

Kosinus

0.0958456

0.0871559

0.0784591

0.0697563

0.0610487

0.052336

0.0436192

0.0348997

0.0261769

0.0174522

0.0087267

o6

Tangens

10.3854182

11.4300268

12.7062047

14.3007061

16.3498035

19.0811367

22.9038674

28.6360941

38.1884593

57.2905981

114.5861045

Kotangens

0.0962889

0.0874889

0.0787017

0.0699266

0.0611628

0.0524078

0.0436607

0.034921

0.0261859

0.0174549

0.0087271



4.3 Vzorce a vztahy

Pozn.: Vzorce, které nebyly odvozeny v této praci, ¢i nebyl ukazan postup,
jak je odvodit, byly prevzaty z knihy [MVAM].

Zakladni vztahy

sin?z +cosz =1

sin(a & ) = sinacos f %+ cos asin 3

cos(a £ 3) = cos awcos f F sin asin 3

tg a+tg B
tglaxh) =110 g
Ftgatg s
cotg a cotg B F 1
cotg (o + ) = BTtz

Dvojnasobny a polovic¢ni thel
sin 2ac = 2 sin v cos &

cos(2a) = cos® a — sin?
11—
sin & = + ST cosa
2 2
1
cos & = :I:\/7+ cona
2 2

2tg o

tg 200 = —————
52071 tg? o
tg? a— 1

cotg2azcog a
2cotg «

a 1 —cosa
tg - =+ ——
g2 1+ cosa
cotggzzl: 1+ cos «
2 1 —cosa



Nasobky argumentu sinus a kosinus
sin 3 = 3sina — 4sin® «
sin 4o = 8sin a cos® av — 4 sin av cos «v
sin 5o = 16 sin avcos® v — 12 sin v cos? o + sin v
cos3a = 4cos® a — 3cos

cosda = 8cos* o — 8cos® o + 1

cos ha = 16 cos® o — 20 cos® a + 5 cos

Soucty a rozdily goniometrickych funkci

sina+sin6:2sina+ﬁcosa_ﬁ
2 2
. : a+pB a—-p
sina — sin f = 2 cos sin
2 2
COS@+COSB=2€OSQ;BCOSQ;6
a+fB a-p
cosa — cos 3 = —2sin sin
2 2
i +
tg o+ tg g = Sl £h)
cos « cos 3
i +
cotgaj:tgﬁzw
sin « sin 3
sin(a + B) sin(a — ) = cos® B — cos® a = sin’a — sin” 3

cos(a + B) cos(a — 3) = cos? B — sin® a = cos*a — sin? 3

o8



Soucdiny goniometrickych funkci

cos(a — ) — cos(a + )

sin asin 8 = 5

cos acos 3 = cos(a _B);’COS(CV‘Fﬁ)

sinacos 8 = sin(a + 6) ;Sin(@ )
tgatgf= B2TBD

cotg a + cotg 3
cotg a + cotg 3

cotg o cotg B =

tg a+tg S
t t
cotg a +tg
Mocniny goniometrickych funkci
. 9 1 —cosa
sin“a = ———
2
9 1+ cosa
cos“a = ———
2
. 3 3sin o — sin 3«
sin” o =
4
3 3 cos a + cos
cos® o =
4
.4 cosdo — 4cos2a + 3
sin“ o =
8
4 cosda + 4 cos2a + 3
cos o =
8
1
tg® a = > — 1
Ccos? «v
cotg2 a=——— 1
sin” «
tod o — 3sin o — sin 3«
& "~ 3cosa + cos 3a
3 3 cos a + cos 3
cotg = - -
3sin o — sin 3«
4 1 2
tg" o = — +1
costa  cos?a
4 2
cotg” a = - +1



Posunuté argumenty

PY. cos(m — a) = — cos a.

T = —« 5 at? T™T— atw
sinx = | —sina CoSs v + cos o sin « —sin «
coszT = Ccos & sin o Fsin« —cosa | —cos«
tg x = —tga |cotga | —cotgav | —tg « tg «
tgxr = | —cotgaa | tg o —tg o | —cotg o | cotg «

Zakladni vztahy pro funkci Chorda

crd? a4 crd? (180° — ) = 4r?

crd « - erd (180° — ) £ erd S - erd (180° — «)
2r
a
crd (2> = \/2r2 —r-crd (180° — «v)

crd « - erd (180° — «v)
r

crd (o £ 3) =

crd (2a) =

Soucty nekonecnych rad a exponencialy

o) (_1)nx2n+1

sing =) ~————
20: (2n +1)!

00 (_1)n$2n
COSX = Z W

0

1 2
tgx =ax+ §x3 + ﬁxS +O(2")
1 1 2
cotg v =t — 3T gx?’ — %f +0(z")

1 > 61
4t 4 6 8
sec x +57 + o % +720:1: + O(z°)
1 7 31
-1 3 5 7
= - 0
cscx =1 +6x+360$ + 5190% + O(z")
' i _ T
sinz =

2
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2
x
sinx =
22
1+
2. 312
2-3—a22+
L5 4 - 572
o +6-7—x2+
1
cosT =
72
1+
222
2— a2+
5.4 ) 3 - 4a?
IRy

61



Zaver

Na zavér bych chtél Tici, ze timto historie vyvoje goniometrickych funkci
nekondi. Dalsi vyvoj mizeme pozorovat v 18. a 19. stoleti, kdy Leonard Eu-
ler, Karl Friedrich Gauss a Augustin-Louis Cauchy ucini objevy na poli kom-
plexnich ¢isel a ukazi, Ze sinus je vlastné jenom obycejna exponenciala s
imagindrnim exponentem.

Pokud bychom chtéli hledat jejich aplikaci, kromé jiz uvedenych obor,
muzeme je pouzit k popisu chovani oscilatoru libovolného typu. Taktéz po-
larizaci svétla miizeme vyjadrit pomoci goniometrickych funkeci. Pokud vam
to prijde malo, mizeme je napsat do matice a vyjadrit jim rotaci prostoru
kolem néjaké osy. Taktéz je mizeme pouzit pri Fourierové transformaci. Co
to je? Tato otdzka muze byt predmétem préce, ktera bude nepochybné svym
rozsahem veétsi nez tato. Struéné je to matematicky aparat, kterym mtizeme
vyjadrit vztah mezi dvéma velicinami, napr. casem a frekvenci. Aplikace jsou
siroké, od radaru pres prevod zvukového signdlu do elektrickych signalt, az
po diikaz Heisenbergova principu neurcitosti.

Pokud prejdu ke shrnuti prace, vérim, ze cile byly dosazeny a ze jsem
dokézal vytvorit text, ktery dokaze srozumitelné vysvétlit matematickou ¢ast
Ptolemaiova Almagestu i béznému studentovi sttedni skoly. Samotné ¢teni
historického textu bylo velice narocéné, vyzadovalo systematicky postup, ktery
jsem se snazil v hlavni ¢asti prace vysvétlit. Prace, kterou jsem vytvoril, by
méla ¢tenari usnadnit ¢teni originalniho textu, kdyby se mu dostal do ruky,
a osvetlit nejen tehdejsi pohled na goniometrické funkce, nybrz i samotny
koncept antického matematického textu.

Nad ramec vytycenych cilii byla vytvofena treti kapitola, ve které jsem
nastinil rozvoj goniometrickych funkci, ktery probéhl v novovéku. Jeji exis-
tence neni pro soucasnou praci podstatna, nijak nerozviji ndhled na anticka

dila, nybrz je takovym kofenim, motivaci se vénovat tématu nadale a ukazuje
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novy smeér, kterym se tato prace nékdy miize vydat. Tim je myslen nahled
na goniometrické funkce skrze néstroje matematické analyzy.

Ve své praci jsem vychazel primarné z prekladu Ptolemaiova Almagestu.
V castech, které ptimo nevychazely z jeho dila, jsem casto ¢erpal ze studijnich
text a ¢lankd zahrani¢nich prestiznich universit, namatkou University of St.
Andrews ve Skotsku ¢i Princeton University v New Jersey. Dalsim velmi
vyznamnym zdrojem byl text napsany vedoucim prace, popt. jsem vychézel

ze soukromych konzultaci.
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Prilohy

Program

from math import *

# souctové vzorce

soucet = lambda sina,sinb: sina*sqrt(1-sinb**2)+\
sqrt (1-sina**2)*sinb
rozdil = lambda sina,sinb: sina*sqrt(l-sinbx*2)-\

sqrt (1-sina**2)*sinb

# Polovicni a dvojnésobny thel
polovina = lambda sina: sqrt((1l-sqrt(l-sinax**2))/2)

dvojnasobek = lambda sina: 2*sina*sqrt(l-sina*x2)

# Konkrétni hodnoty pro 30 a 36 stupnid
sin36 = sqrt((5-sqrt(5))/2)/2
1/2

sin30

#Vypolet dalSich hodnot
rozdil (sin36,sin30)

sin6

sin3 = polovina(sin6)
sinl_5 = polovina(sin3)
sin0_75 = polovina(sinl_5)
sinl = sin0_75/0.75

sin0_5 = polovina(sinl)
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# Zapisovani hodnot do souboru
# Ve formatu pro LaTeX
tabulky = open("tabulky.txt",’x’)
sinx = sinl 5
tabulky.write(’$0$ & $03 & $1$ & $0$ & $\infty$ \\\\’)
tabulky.write (’&&&& \\\\’)
tabulky.write(’$0.5$ & $’+str(round(sin0_5,7))+’$ & $’+\
str(round(sqrt(1-sin0_5%*2),7))+’$ & $’+\
str(round(sin0_5/sqrt(1-sin0_5**2) ,7))+’$ & $’+\
str(round(sqrt(1-sin0_5%%2)/sin0_5,7))+’$ \\\\’)
tabulky.write (’&&&& \\\\’)
for i in range(1,60):
sinx m = rozdil(sinx,sin0O_5)
sinx_v = soucet(sinx,sin0_5)
tabulky.write(’$’+str(i*1.5-0.5)+’$ & $’+str(round(sinx_m,7))+\
’$ & $’+str(round(sqrt(1-sinx_m*x2),7))+’$ & $’+\
str(round(sinx_m/sqrt(l-sinx_m**2),7))+’$ & $’+\
str(round(sqrt (1-sinx_m**2)/sinx m,7))+’$ \\\\’)
tabulky.write (’&&&& \\\\’)
tabulky.write(’$’+str(i*x1.5)+’$ & $’+str(round(sinx,7))+’$ & $’+\
str(round(sqrt (1-sinx**2),7))+°$ & $’+\
str(round(sinx/sqrt(1-sinx**2) ,7))+’$ & $’+\
str(round(sqrt (1-sinx**2)/sinx,7))+’$ \\\\’)
tabulky.write (’&&&& \\\\’)
tabulky.write(’$’+str(i*1.5+0.5)+’$ & $’+str(round(sinx_v,7))+\
’$ & $’+str(round(sqrt(l-sinx_v*x2),7))+’$ & $’+\
str(round(sinx_v/sqrt(l-sinx_v**2),7))+’$ & $’+\
str(round (sqrt (1-sinx_v**2)/sinx v,7))+’$ \\\\’)
tabulky.write (’&&&& \\\\’)

sinx = soucet(sinx,sinl 5)
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tabulky.write(’$89.5% & $’+str(round(rozdil(sinx,sin0_5),7))+’$ & $’+\
str(round (sqrt(1-rozdil(sinx,sin0_5)**2) ,7))+’$ & $’+\
str(round(rozdil (sinx,sin0_5)/\
sqrt (1-rozdil (sinx,sin0_5)**2),7))+\
'$ & $+\
str(round(sqrt(1-rozdil(sinx,sin0_5)**2)/\
rozdil(sinx,sin0_5),7))\
+28 \\\\")
tabulky.write (’&&&& \\\\’)
tabulky.write(’$90$ & $1$ & $0$ & $\infty$ & $0$ \\\\’)

tabulky.close()
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