Cviceni 8 — soustavy polynomialnich rovnic
25. listopadu 2025

Priklad 1. Najdéte vSechny polynomy f spliujici kongruence:
a) (3 +z+1)f=1mod 2* + 2 + 1 v Zs[x],
b) 2z +1)f = 2® mod 2 + 1 v Z3[x].
Priklad 2. Najdéte polynom f nejmensiho stupné v pfislusném oboru a prochazejici nasledujici body:
a) f € Zs[x], f(0) = 1, f(2) = 5, f(5) = 1,
b) f € Zs[z], f(0) =0, f(1) = 2, f(2) = 0,
) feQzl, f(0)=1,f(1) =0, f(2) =2

P¥iklad 3. Vypiste viechny zbytky ( mod x? + x + 1) v Zs[z]. Bude se lisit, pokud budeme uvazovat zbytky
( mod 222 +1)?

Piiklad 4. Urcete Cayleyho tabulku okruhit T' = Zs[a]/(a? + a+ 1) a S = Zs[a]/(a® + 1) pro s¢itani a ndsobeni.
Na zakladé toho rozhodnéte, zda se jedna o télesa.

Pi#iklad 5. Ozna¢me okruh T = Zs[a]/(a? + 1).

a) Ukazte, Ze polynom z2 + 1 € Z3[x] je ireducibiln{ a urcete jeho kofeny,

b) rozmyslete si, pro¢ je T téleso, a urfete pocet jeho prvku.

¢) Spoctéte: (2a+ 1) + (2a +2), o®, a7, 2a(a +2)7 1,

o 1 Ja+ 1)
a+l a+1l| o )

Piiklad 6. Bud T téleso a a € T. Ukazte, 7ze T[a]/(a —a) = T.
Piiklad 7. Bud T = Zy[a]/(a* 4+ o + 1). Najdéte ireducibilni rozklad polynomu z* + 1 € T[z].

d) vyfeste nésledujici soustavu: (

Piiklad 8. Ukazte, ze okruh Zs[a]/(a* + o + a + 2) nenf téleso tim, 7e naleznete prvek, ktery nenf invertibilni.
P¥iklad 9. Napiste ireducibilni rozklad polynomu 28 — 1 v oborech Zs[z] a T'[x], kde T = Z3[a]/(a? + 1).
Pi#iklad 10. Ukazte, ze Q[w] = Q[a]/(a? + a + 1).

Priklad 11. Bud p prvodislo a f, g € Z,[z] polynomy. Pak ukazte, Ze prislusnd polynomidlni zobrazeni na Z, jsou
identicka pravé, kdyz f = g mod zP — x.

Priklad 12. Bud R = {f € Q[z]: f(0) € Z}. Pak R je podokruh Q[z]. UkaZte, Ze pro libovolné f,g € R plati, ze
existuje NSD(f, g,). Pro¢ presto neni R Gaussovym oborem?

Doméci tikol. Mé&jme polynom 2® + x4 1. Najdéte jeho ireducibilni rozklad nad télesy Zo a T = Zs[a]/(a® + a+1).



