Cviceni 3 — Okruhy, obory a télesa
14. tijna 2025

Priklad 1. Rozhodnéte o nasledujicich strukturach, zda jsou téleso, obor, okruh:

a) Zny, kde n € N, s klasickym sé¢itdnim a ndsobenim,

=

7 X 7., se s¢itanim a nasobenim po slozkach,

¢) matice 2 X 2 nad télesem Zr, zna¢me Ms(Z7), s maticovym séitdnim a ndsobenim,

o,

horni trojuhelnikové matice o rozméru 3 x 3 nad Q, s maticovym nasobenim a s¢itanim,

@)

Z[i], komplexn{ ¢isla s celo¢iselnymi koeficienty, s klasickym s¢itdnim a ndsobenim,
f) Q[i], komplexni éisla s raciondlnimi koeficienty, s klasickym s¢itdnim a ndsobenim,
g) Z[[z]], mnozina vSech formalnich mocninnych fad s celociselnymi koeficienty, s klasickym séitdnim a ndsobenim,

h) H, kvaterniony, realna ¢isla doplnénd o imaginarni jednotky i, 7, k splitujici i2 = j2 = k% = ijk = —1,

)
)
)
)
)
)
)
)

i) pro libovolnou mnozinu S definujeme strukturu na P(S) takovou, Ze séitani dvou mnozin bude symetricka
diference a nasobeni bude rpinik dvou mnozin,

j) Z, kde sc¢itani definujeme jako maximum ze dvou ¢isel a ndsobeni jako nejvétsi spoleény délitel dvou ¢isel.
Priklad 2. Méjme téleso komplexnich ¢isel C, uvazujme nasledujici mnoziny:

a) Ry = {a—&—bx/ﬁ: a,b ez},

b) Ry = {a+bv2+c\V3:a,b,ce L},

¢) Rz ={a+0bv2:a,b€Q},

d) Ry={a+by2+c{/4: a,b,ccQ}.
Rozhodnéte, kterda R; tvori podokruh C a kterd tvoii podtéleso C.
Priklad 3. Dokazte, Zze komutativita s¢itani plyne z ostatnich axiomu komutativnich okruh.
Priklad 4. Pro p prvocislo dokazte, ze jediné invertibilni prkvy Z,[x] jsou polynomy stupné 0.

Piiklad 5. Najdéte invertibilni prvek Z4[x] stupné 1. Najdéte nekoneéné mnoho invertibilnich prkvi libovolného
stupné.

Piiklad 6. Uréete podilové téleso pro Z[i] a pro Z[v/2].

Piiklad 7. Najdéte podokruh R < Ms(R) takovy, ze R = C. Obdobné naleznéte S < Ms(R) takovy, ze S = H. &
se mysli, Ze jsou izomorfni, tj. jeden dostaneme z druhého jen prejmenovanim prvki.

Piiklad 8. Mé&jme R okruh. Rekneme, Ze prvek a € R je idempotentni, pokud plati, ze a®> = a. Mnozinou S(R)
znaCime mnozinu vsech idempotentnich prvku.

a) Ukazte, Ze pro vSechna télesa T plati, ze S(T') = {0,1}. Plati i opacné implikace?
b) Urcete S(Z12).

Domaci tkol. Mé&me e € R idempotentni prvek okruhu R. Rozhodnéte, zda mnoZina eRe = {eae|a € R} s
operacemi zdédénymi z R je okruh a zda je to podokruh R.



