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dokazeme, ze quandle dava pro kazdy uzel trivialni barveni, pravé tehdy kdyz je
quandle reduktivni, a to je pravé tehdy, kdyz je barvici invariant Vassilieviv. Po-
dobnou charakterizaci provedeme pro linky. Tedy quandle dava trivialni barveni
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gives a trivial coloring for each knot if and only if the quandle is reductive,
which is exactly when the coloring invariant is Vassiliev’s. We will make a similar
characterization for links. That is, a quandle gives a trivial coloring for each link
if and only if it is a trivial quandle.

Keywords: Reductive quandles, Knot coloring, Vassiliev invariants

1ii



Obsah

[Gvod|

(1 Quandlové barveni uzlul

[2.2  Barveni pomoci souvislych quandlal . . . . . ... ... ... ...
[2.3  Barveni pomoci reduktivnich quandlaf. . . . . . ... ... .. ..

[3 Quandlove barveni jako Vassilievuv invariant|
[3.1 Copankovy index|{ . . . . . . . . . .. . ... ... ... ... ...
[3.2  Vassilievovy invarianty| . . . . . . .. .. ... ...
[3.3  Charakterizace Vassilievovych barveni uzlul . . . . . . . . . .. ..
[3.4  Charakterizace Vassilievovych barveni linkul . . . . . ... .. ..

[Seznam pouzité literatury|

18
18
19
21
22

24



Uvod

Teorie uzli je oblast topologie, ktera se zabyva uzly, coz jsou jednoduché
uzaviené kiivky v trojrozmérném prostoru. Uzly samotné se v historii vyskytuji
v riznych kulturach jiz od pravéku, ale teorie uzlii jako matematicka disciplina
vznikla az v 18. stoleti. Mezi slavné matematiky, kteti se zaslouzili o vznik a
rozvoj této discipliny, patii napiiklad C. F. Gauss (1777-1855), J. W. Alexander
(1888-1971) nebo H. Seifert (1907-1996). Velky rozvoj nastal po druhé svétové
valce ve Spojenych statech a Japonsku.

Mezi zakladni otazky patti, zda jsou dva uzly ekvivalentni, tedy zda je je-
den z druhého mozné ziskat spojitou deformaci, aniz by se v néjakém okamziku
ktivka protinala. Dlouho nebylo zndmé, jestli viibec existuje algoritmus, ktery
by dokazal rozhodnout, zda dva zadané uzly jsou ekvivalentni. Existence algo-
ritmu byla prokazana clanku (Haken, 1962). Nasledné bylo v ¢lanku (Hass a kol.,
1998)) dokézéno, ze jenom rozhodnuti, zda je uzel trividlni, patii do kategorie NP.
Na jejich praci bylo navdzano v clanku (Kuperberg, [2014), kde byla dokazéna
komplementarni vlastnost, ze dany problém patii do t¥idy co-NP.

Zékladni technikou rozlisSovani uzli je hledani invariant. Mezi nejznaméjsi in-
varianty patii takzvané barveni uzli. Z pocatku se jednalo napt. o Foxovo barveni
(Crowell a Fox| 1963), kdy je kazdy oblouk uzlového diagramu obarven jednou
ze tT1 barev a plati, Zze na kazdém krizeni se vyskytuji vSechny tii barvy, nebo je
monochromatické. Tato technika se néasledné zobecnila na barveni pomoci quan-
dli.

Quandle je algebraicka struktura, kterd vznikla presné pro ucely rozliSovani
uzlt. Takzvany fundamentalni quandle dokonce jednoznac¢né urcuje uzly az na
orientaci a preklopeni, coz dokdzal D. Joyce v ¢lanku (Joyce, 1982). Bohuzel,
vypocet fundamentdlniho quandle je prilis slozity pro praktické pouziti. Jako
zjednoduseni se poc¢ita pocet homomorfismt do koneéného quandlu. Tomu pak
rikame barveni pomoci quandlu. Obvykle vsak neuvazujeme trivialni barveni, kdy
je dany homomorfismus konstantni. Tudiz Coly(K) = [Hom(Qx,Q)| — |Q|, kde
Rk je fundamentalni quandle uzlu K.

Charakterizace quandli s trivialnim barvenim

V této praci se zaméiime na charakterizaci quandli, které dévaji trivialni
obarveni pro vsechny uzly. Hlavnim vysledkem je nasledujici véta:

Véta 1. Bud QQ konecny quandle. Pak jsou ndsledujici tvrzeni ekvivalentni:
1) Colg(K) = 0 pro vsechny uzly K € K.
2) Coly(K) je Vassilieviv invariant.

3) Q je reduktivni.

Vysledek je zajimavy predevsim z hlediska toho, ze zatimco (1) a (2) jsou
tvrzeni souvisejici predevsim s teorii uzli, tvrzeni (3) je ¢isté algebraické, které
vychazi z teorie komutatori pro quandly a s barvenim uzlii neméa na prvni pohled



nic spoletného. Déle pak (1) = (2) je zfejma implikace, tak (2) = (1)
vyuziva jako prostrednika tvrzeni (3).

V prvni kapitole jsou definovany zakladni pojmy z teorie uzl a quandli. Ve
druhé kapitole definujeme reduktivitu a ukédzeme (1) <= (3). Ve tteti kapitole
se zaméfime na Vassilievovy invarianty a ukdzeme (2) <= (3). Také je zde
dokazano obdobné tvrzeni pro linky, kde je barveni pomoci quandli Vassilieviv
invariant prave tehdy, kdyz je quandle trivialni.

Tato prace vychazi predevsim ze tii ¢lanku: (Johnson, 1980), (Eisermann,
1999) a (Bonatto a kol., [2021)). Vyuzijeme podobné dukazové techniky, abychom
dosahli vyse uvedeného vysledku. Zatimco (Johnson, 1980) a (Eisermann) 1999) se
zabyvaji fundamentalnimi grupami uzli, v této praci se obdobna tvrzeni formuluji
pro quandly. Naopak (Bonatto a kol., 2021)) se zabyva reduktivitou quandli,
ovSsem nezabyva se vztahem reduktivity a barveni uzli. Tudiz formulace a dikaz
véty [1] je novym vysledkem.



1. Quandlové barveni uzla

1.1 Uvod do teorie uzla

Zakladnim matematickym objektem, o kterém tato prace pojednava, je uzel.
Obvykle se timto pojmem mysli vnoreni uzaviené jednoduché ktivky do trojroz-
meérného prostoru. Ovsem tahle definice skyta drobna tskali v podobé takzvanych
divokyjch uzli (v anglictiné wild knots), které jde jen velmi obtizné studovat. Napt.
nasledujici uzel ma jako svoji soucast nekonec¢nou posloupnost zatoceni. A takovy
v redlném sveté nikdy nepotkame.

Obrézek 1.1: Divoky uzel

Abychom se témto uzlim vyhnuli, budeme pouzivat definici (Murasugi, 1996,
p. 6), vyuzivajici misto spojitych kiivek pouze polygonalni kiivky. Tedy uzlem
rozumime jednoduchou uzavienou lomenou ¢aru. Takovymto uzlim se pak tika
krotké uzly (v anglictiné tame knots). Mnozinu vsech takovych uzlu znaéime K.
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Obrazek 1.2: Trojlistek

Ptibuznym pojmem je link, coz je kone¢né disjunktni sjednoceni uzlt. Mnozinu
vsech linkti znacime L. Linky sdileji s uzly mnoho vlastnosti, ovsem v této praci se
jim budeme vénovat pouze v posledni kapitole. Jinym zobecnénim je orientovany
uzel, kdy si na uzlu zvolime orientaci. Pokud jde o link, orientace je dana na
kazdém uzlu zvlast.

Existuje nespocetné mnoho uzli, a proto se nabizi otazka, jak je klasifikovat.
Velmi prirozeny zpusob je zavést ekvivalenci uzli. V redlném svéteé si mizeme uzly
predstavit jako provazky, které maji slepené konce a jsou rtizné zamotany do pro-
storu. Tento provazek miizeme libovolné deformovat, ale nesmime ho pretrhnout.
Na zakladé toho pak mtuzeme dva uzly prohlésit za ekvivalentni, pokud dokazeme
jeden ziskat z druhého pomoci takovychto deformaci. Tento zptsob klasifikace je
velmi intuitivni, tudiz by bylo vhodné ho reflektovat i v matematické teorii.

Pro uzel K si nejprve zavedeme zdkladni pohyby dle obrazku [1.3}
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Obrazek 1.3: Zakladni pohyby

1) Méjme hranu kiivky K danou vrcholy A a B. Pak muzeme umistit novy
vrchol C' na hranu AB. Naopak, pokud existuje vrchol C' na hrané AB,
ktera nalezi do uzlu K, mizeme ho odstranit.

2) Méjme hranu AB v K a néjaky vrchol C lezici mimo K. Pak pokud plati,
ze ABC' N K = AB, pak miizeme hranu AB nahradit hranami AC' a C'B.
Inverzné miizeme za splnéni obdobnych podminek nahradit hrany AC' a C'B
za hranu AB.

Tyto dva pohyby reflektuji intuitivni predstavu o tom, jak muzeme uzly de-
formovat. Néasledné muzeme definovat relaci ekvivalence tak, ze uzly K a K’
jsou ekvivalentni, pokud existuje konecna posloupnost zakladnich pohybi, ktera
transformuje jeden uzel v druhy. Tuto relaci zna¢ime K = K.

Jelikoz je prace s objekty ve trech rozmérech velmi obtizna, zavedeme si dia-
gramy uzli. Jednd se o projekce uzla do roviny, zatimco zachovavame informaci o
ktizenich tim, ze spodni cast kiivky v misté kiizeni prerusime. Zaroven zakazeme
patologické pripady, kdy dojde pouze k prekryvu dvou c¢asti kiivky, ktery neni
k¥izenim. Diagram uzlu K budeme znacit Dg. Mnozinu vSech diagrami uzlu K
znacime D(K).

Takto dany diagram se skladé z obloukii, jimiz rozumime souvislé komponenty
diagramu. Mnozinu vSech oblouku diagramu D zna¢ime O(Dp ). Déle mista, kde
dochazi k preruseni kiivky, nazyvame kriZeni. Toto kiizeni budeme zapisovat jako
usporadanou trojici oblouku, které se v daném misté kiizi, ve tvaru (a, b, ¢) podle
obrazku Mnozinu vSech kiizeni diagramu Dy znacime C'(Dg).

Obrazek 1.4: Kiizeni

Na diagramech mtzeme definovat ekvivalenci. Dva diagramy Dg a Dy jsou
ekvivalentni, pokud plati, ze K = K’. Navic, miuzeme ekvivalenci zavést primo
na diagramech a to pomoci tzv. Reidemeisterovych pohybi. Jsou obdobou zaklad-
nich pohybti pro diagramy a plati, ze dva diagramy jsou ekvivalentni, pokud jeden



ziskame z druhého pomoci koneéné posloupnosti Reidemeisterovych pohybti. Re-
idemeisterovy pohyby jsou zndzornény na obrazku [1.5
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Obrazek 1.5: Reidemeisterovy pohyby

Na rozlisovani uzlt budeme vyuzivat invarianty. Invariantem I rozumime ta-
kové zobrazeni z mnoziny vSech uzli do néjaké mnoziny, které je konstantni na
ekvivalentnich uzlech. Tedy pokud K; = K,, pak I(K;) = I(Ks). Invariant se
nazyva uplny, pokud plati, ze I(K;) = [(K3) implikuje K; = K. Jelikoz je ekvi-
valence uzli dana pomoci Reidemeisterovych pohybu, staci ovérit, ze se invariant
zachovava na téchto pohybech.

Mezi zakladni invarianty patii tfeba crossing number, coz je nejmensi mozny
pocet ktizeni pres vSechny diagramy jednoho uzlu. Dalsimi priklady jsou unknot-
ting number, bridge number nebo genus. V této praci se budeme vénovat invari-
antim zalozenym na quandlovém barveni.

1.2 Uvod do teorie quandla

Quandle vznikl jako algebraicka struktura, ktera respektuje Reidemeisterovy
pohyby, a je tak vhodnd pro rozliSovani uzli. V této podkapitole rozvinu zakladni
teorii kolem téchto algebraickych struktur.

Definice 1. Quandlem @ = (C, *) rozumime algebraickou strukturu nad mnozi-
nou C' s bindrni operaci *, splnujici nasledujici podminky pro vSechna a,b,c € C"

1) a*a = a (idempotence);
2) 3z € C: a*x =10 (jednoznacné levé déleni, znacime z = a *~! b);
3) ax*(bxc)=(axb)x(axc) (leva sebedistributivita).

Priklad. Piikladem quandle je napriklad trividini jednoprvkovy quandle (Q =
({a},*), kde a x a = a. Znatme ho jako Ti. Trividlni quandle nad A definu-
jeme tak, ze vezmeme mnozinu A a definujeme a * b = b pro vsechna a,b € A.
Takovy quandle znac¢ime T'y.

Priklad. Dalsim ptikladem muze byt quandle dany konjugaci v grupé G. Pro
a,b € G definujeme a * b = aba'. Tento quandle znac¢ime Conj(G).

Na quandlech nyni zavedeme zakladni pojmy bézné i pro jiné algebraické
struktury, jako homomorfismy, podalgebry a faktoralgebry bézné v univerzalni
algebte. Pomoci nich pak mtizeme lépe porozumét vlastnostem quandli.
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Definice 2. Méjme quandly @@ a W. Pak quandlovym homomorfismem ¢ : () —
W rozumime zobrazeni, které zachovava quandlovou operaci, tedy ¢(a * b) =
@(a) * p(b) pro vSechna a,b € Q.

Definice 3. Mé&jme quandle (Q, ). Pak podquandlem W < @ rozumime dvojici
(W, *|lw), kde W C @ a plati, ze W je uzaviena na operaci * jakozto zizeni
operace z Q.

Definice 4. Bud ) quandle. Na ném zavedeme relaci ekvivalence a takovou,
ze [alo * [bla = [a * b], pro vSechna a,b € Q. Vznikly quandle definovany na
blocich ekvivalence znacime Y/, a nazyvame faktorquandlem quandlu @) podle
ekvivalence a.

Vime, zZe a — [al, je homomorfismus z () na Q/a. Také plati, ze pokud méame
homomorfismus ¢ : Q — W, pak jadro, tj mnozina Kery = {(a,b) € Q x Q :
o(a) = @(b)}, tvori kongruenci na @) a faktorquandle Q/Kergp je izomorfni s
obrazem Im ¢(Q) < W. Jednd se o klasicky vysledek univerzalni algebry, ktery
muzeme nalézt napt. v knize (Jezek, 2008). Dalsim takovym vysledkem je, zZe
kongruence tvori svaz:

Uvazujme kongruence o na quandlu ) a na nich definujeme usporadani in-
kluzi. Tato ¢astecné usporadand mnozina tvori svaz, ktery znac¢ime Con(Q)). Mi-
nimaln{ prvek tohoto svazu znacime Og a jednd se o kongruenci {(a,a) : a € Q}.
Maximalni prvek znacime 1 a je roven @ x Q.

1.3 Quandlové barveni

Nyni definujeme pojmy fundamentdlni quandle a quandlové barvent, které nam
davaji invarianty zalozené na quandlech.

Definice 5. Volnym quandlem @) x nad neprazdnou mnozinou X rozumime quan-
dle takovy, ze pro zobrazeni f : X — @, kde @ je libovolny quandle, existuje prave
jeden homomorfismus ¢ : Qx — @ takovy, ze p(z) = f(x) pro vSechna z € X.

Existence a jednoznacnost az na izomorfismus mtzeme opét nalézt v knize

(Jezek, [2008]).

Definice 6. Mé¢jme K uzel, Dk jeho diagram, pak fundamentdlnim quandlem Qi
rozumime volny quandle nad mnozinou obloukia O(Dy), ktery vyfaktorizujeme
relaci a definovanou nasledovné: pro kazdé kiizeni (a, b, ¢) € C(Dy) plati a*bac.

Tvrzeni 2 (Joyce, |1982)). Fundamentalni quandle Qg je uplngm invariantem az
na orientacs.

Fundamentalni quandle dava sice velmi silny invariant, ale je tézké ho spocitat.
Fundamentalni quandle je nekonecény a urcit, zda jsou dva takové quandly izo-
morfni, je velmi obtizné. Proto se spiSe pouziva z néj odvozeny invariant, kterému
se Tika quandlové barveni. Jedna se o pocet homomorfismi z fundamentalniho
quandlu do nami zvoleného konecného quandlu. Jenze, mizeme si povsimnout,
ze vzdy existuje trividlni homomorfismus, ktery posila vsechny prvky z volného
quandlu na jeden fixovany prvek. Tudiz tyto homomorfismy zanedbame. Tento
invariant je sice slabsi, ale 1ze mnohem snadnéji spocitat.
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Definice 7. Méjme uzel K, jeho fundamentalni quandle )k a libovolny quandle

W. Pak poctem obarveni Coly, (K) rozumime pocet netrivialnich homomorfismu
¢ : Qx — W. Tedy Coly, (K) = [Hom(Qg,W)| — |W|.

Obrazek 1.6: Barveni pomoci quandlu

Jak takovy invariant funguje, si ukdZzeme na ptikladu Fozova quandlu. Za-
¢neme definici tohoto quandlu. Originalné je Foxovo barveni definovano jako bar-
veni obloukl jednou ze tii barev tak, aby na kazdém kiizeni mély vSechny tii
oblouky bud stejnou barvu, nebo navzajem ruznou. Nyni vyjadiime Foxovo bar-
veni pomoci jazyka quandlovych homomorfismti. Foxtv quandle F definujeme
nasledujici tabulkou:

W N —| %
[NCIESURTY
=N W N
W = DN W

Nyni si vezméme uzel K a jeho fundamentalni quandle Q k. Jelikoz je funda-
mentalni quandle definovan jako volny quandle na obloucich diagramu modulo
relace na krfizenich, tak pokud kazdému oblouku prifadime jednu ze ti{ barev (t;j.
prvki z F), tak definujeme homomorfismus f z Q do F'. Jenze ne kazdé obarveni
je homomorfismus, protoze musi spliovat relace dané kiizenimi. Méjme kiizeni
(a,b, c). Pak vime, ze f(a)* f(b) = f(c), viz obrazek [1.6] Tedy pokud f(a) = f(b),
pak i f(c¢) = f(a). Naopak, pokud f(a) # f(b), tak f(c) # f(a), f(b). Toto nam

dava presné pravidla Foxova barveni.

1.4 Souvislost

V této sekci se budeme zabyvat souvislymi quandly. Tato tfida je dilezita
hned ze dvou divodi. Prvnim je, ze vSechny konecné quandly lze rozlozit na
souvislé podquandly. Druhym je, ze fundamentalni quandle uzlu je souvisly.

Definice 8. Méjme quandle (). Pak L, znaci levou translaci o ¢ € @, tedy
L,(z) = g * . Grupa generovand levymi translacemi se zna¢i Inn(Q)) a nazyva se
grupa vnitrnich automorfismi quandlu Q).

Definice 9. Méjme quandle (). Pokud plati, Ze je pusobeni Inn(Q) na @ tranzi-
tivni, pak fikdme, ze @) je souvisly quandle.
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Lemma 3. Méjme konecny quandle Q). Pak jsou ndsledujici tvrzeni ekvivalentni:
1) Q je souvisly;

2) pro kazdé dva proky a,b € Q plati, Ze existuje konecnd posloupnost prvki
X1, To, ..., Ty € Q takovd, Ze

T £E1 (1.2 %52 ( . .oxEn-1 (-Tn *&n CL)) .. ) = b,
kde e; € {—1,1}.
Diikaz.

(1) = (2): Mé&jme a,b € Q. Jelikoz je @ konecny, tak plati, ze |Inn(Q)| < |Q|!,
tedy Inn(Q) je konefné grupa. Tudiz pro kazdy prvek ¢ € Inn(Q) existuje
konecna posloupnost prvki i, zs, ..., 7, € Q takovd, ze ¢ = L o L32 o

-0 Lgr kde L, je leva translace o .

Jelikoz Inn(Q) je tranzitivni, tak existuje ¢ € Inn(Q) takova, Ze ¢(a) = b.
Tedy existuje konecna posloupnost prvka zi, o, ..., z, € @) takova, ze

xy % (29 %52 (- # T (2 % a)) L) =0

(2) = (1): Jelikoz kazdé dva prvky dokdzeme spojit konecnou posloupnosti
translaci, tak plati, ze grupa G dand levymi translacemi Inn(@) pusobi
tranzitivné na ). Tudiz je @) souvisly.

]

Lemma 4. Méjme quandle Q) a grupu vnitrnich automorfismi Inn(Q). Pak plati,
Ze pusobeni Inn(Q) na Q rozklidd Q na orbity a kaZdd orbita je podquandle.

Diikaz. Zafixujme orbitu W. Pak plati, ze W je uzaviena na operaci *, jelikoz
pokud a,b € W, tak axb = L,(b) € W. Zaroven je uzaviena na levé déleni, jelikoz
pokud a,b € W, tak a x~1 b= L;1(b) € W. Tedy W je podquandle.

]

Priklad. Mezi souvislé quandly patii napt. Foxiiv quandle F'. Naopak, mezi ne-
souvislé patii trividlni quandly 7,,, kde n > 1. Tyto quandly se rozpadnou na n
jednoprvkovych podquandla 77, které jsou trivialné souvislé.

Obecné neplati, ze ptisobenim Inn(Q) na @ dostaneme souvislé quandly. Je to
z toho divodu, ze pusobeni Inn(Q) na jednu orbitu ' mize byt tranzitivni, ale
z pohledu té orbity se jedna o ptsobeni Aut(Q)’). A tedy muze nastat, ze Inn(Q’)
neni tranzitivni na @’. Pro konecné quandly vSak plati, Ze se daji rekurzivné
rozlozit na souvislé podquandly.

Tvrzeni 5 (Ehrman a kol., 2006). Méjme quandle Q). Pak plati, Ze se dd jedno-
znacné rozlozZit na mazximdlni souvislé podquandly (Q1,Q2, ..., Qn)-



Diikaz. Méjme quandle () a grupu vnitinich automorfismi Inn(@). Podle lem-
matu [ plati, Zze ptsobeni Inn(Q)) na @) rozklada ) na orbity a kazda orbita je
podquandle. Jelikoz je () konec¢ny, tak mé konecné mnoho orbit. Pokud je orbita
souvisld, tak jsme skonéili. Pokud ne, znovu aplikujeme lemma [ Takto pokracu-
jeme, dokud nedostaneme rozklad na souvislé podquandly. Jelikoz je @) konecny
a velikost orbit se zmensuje, tak se vzdy dostaneme do souvislého podquandlu.
Rozklad je jednoznacny, jelikoz pokud by existovaly dva rtzné rozklady, tak
by existovaly dva ruzné souvislé podquandly W a W/, které se protinaji, jenze by
to znamenalo, Ze se dokazeme z kazdého prvku v W dostat do W' a naopak, coz

by znamenalo, ze tvori jeden souvisly quandle a jsou shodné, coz je spor.
O

Definice 10. Méjme quandle Q). Pak rozkladem quandle ) rozumime rozklad na
souvislé podquandly (Q1, @2, ..., Q). Podquandle @Q; nazyvame komponenta Q.

Nyni se podivame, jak se chova souvislost pti homomorfismech.

Lemma 6 (Bonatto a kol| 2019). Uvazujme quandly Q a W, rozklad @ jako
Q1,Qa, ... Qy, a homomorfismus ¢ : Q — W . Pak plati, Ze homomorfnim obrazem
Qi je souvisly podquandle (Q;) = W; < W.

Dikaz. Méjme a,b € @) ve stejné komponenté. Pak podle lemmatu (3] existuje
konec¢na posloupnost prvka zi, o, ..., z, € @) takova, ze

oy #7 (2 % (o (2 %7 a)) ) = D

Nyni, kdyz méme homomorfismus ¢ : ) — W, tak plati, ze

(1) %7 (o) #7 (- -+ %771 (p(20) ¥ @(a))...)) = @(b).

Tedy plati, Ze p(a) a ¢(b) jsou ve stejné komponenté.
O

Specialné, pokud je () souvisly quandle, tak jeho homomorfnim obrazem je
také souvisly quandle.

Lemma 7 (Joycel |1982)). Méjme uzel K a jeho fundamentdlni quandle Q. Pak
plati, Ze Qg je souvisly quandle.

Dikaz. Méjme a,b € Qg generatory. Pak chceme ovérit, ze existuje konecna
posloupnost prvki i, zs, ..., x, € Qk takovd, Ze xq ' (g *°2 (- -+ %01 (1, %"
a))...)=b. Jenze, jelikoz jsou a, b generatory, tak odpovidaji né¢jakym obloukim
a', b € O(Dg). Posloupnost prvku xi, zs, ..., z, pak dostaneme tak, Ze zacneme
v ' a pujdeme ve sméru k 0. Pokazdé, kdyz narazime na kiizeni, kde je 2 most,
tak si pridame x; do posloupnosti s prislusnym znaménkem operace. Jelikoz a, b
lezi na stejném uzlu, tak se timto zptusobem dostaneme z a do b.

Tohle plati pro vSechny generatory, tedy i pro vSechny prvky Q, jelikoz kazdy
prvek je generovan posloupnosti generatort. Tudiz je (Qx souvisly quandle.

[]

Z lemmat [6] a[7] plyne, Ze obraz fundamentélniho quandlu je souvisly quandle.
Jenze to znamend, Ze ndm pii vypoctu Coly(K) stacl uvazovat pouze souvislé
quandly. Specialné je jednim z dtsledki nasledujici lemma:

10



Lemma 8. Méjme quandle QQ, ktery neni souvisly, a uzel K. Pak plati, Ze

Coly(K) = > | Colg,(K),
i=1
kde Q; jsou komponenty rozkladu Q).

Diikaz. Méjme homomorfismus ¢ € Hom(Q, Q). Jelikoz je Qi podle[7|souvisly,
tak podle lemmatu @ plati, ze p(Qx) je souvisly podquandle Q. Jelikoz se @) roz-
klada na komponenty, které jsou souvislé, tak plati, ze ¢ nalezi do Hom(Qg, Q;)
pro néjaké i. Zaroven patii nejvyse do jedné takové mnoziny, jelikoz jsou orbity
disjunktni. Jelikoz je ¢ libovolny homomorfismus, tak plati, ze

n

Colg(K) = > | Colg, (K)|.

=1
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2. Trivialni barveni

2.1 Reduktivita

V této sekci se budeme zabyvat reduktivnimi quandly. Tyto quandly jsou stu-
dovany v c¢lancich (Bonatto a kol., [2021)), (Bonatto a Stanovsky, [2021)) a (Jedlicka
a kol 2020). Ovsem jejich motivace pri definici reduktivity je ¢isté algebraickd.
My se budeme zabyvat reduktivitou ve vztahu k uzlim a jejich barvenim. V této
kapitole vychézim primarné z prvniho zminéného clanku.

Definice 11. Bud n € N. Pak quandle () nazyvame n-reduktivni, pokud plati, ze
vsechny a, b, c1,ca, ..., c, € Q spliuji:

((...(axcr) .. )kepq)xcn=((..(bxc1)...)*chq1) * ¢y

Rikédme, Ze Q je reduktivni, pokud existuje n € N, Ze je n-reduktivni.

Definice 12. Bud @ quandle a « € Con(Q) relace na Q. Pak definujeme grupu
Dis, = (LoL; ' : aab) < Inn(Q). Tato grupa se nazyva pohybovd grupa quandlu
Q@ podle relace ekvivalence a.

Obecné plati, ze pohybové grupy Dis, < Inn(Q). Toho vyuzijeme pri definici
kongruence na quandlech.

Definice 13. Bud @ quandle a N < Inn(Q). Pak definujeme O(N) = {(a,b) €
QxQ:p(a) =bpe N}

Pokud budeme volit N = Dis,, kde a € Con(Q), tak mizeme dostat ro-
bustnéjsi definici rozkladu na souvislé komponenty, ktera ndm umoznuje s nimi
lépe pracovat za pomoci kongruenci. Prvni iterace vlastné odpovida rozkladu na
orbity pod pisobenim Inn(Q).

Definice 14. Bud @ quandle. Pak definujeme O°(Q) = 1g. Déle definujme
On+1 (Q) = O(DiS@n(Q) )

Cilem je ukazat, ze pokud O"(Q) = 0g, tedy se dostaneme do stavu jako
na obrazku 2.1 pak je @ reduktivni a naopak. Abychom mohli vyuzit sily vyse
definované konstrukce, potfebujeme nejprve technické lemma.

—

Obrézek 2.1: Rozklad quandlu na komponenty
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Lemma 9. Bud @ quandle a o € Con(Q). Pak plati, Ze

0"(Q) = {[btla : bO™(Q) a}.

Diikaz. Tvrzeni dokdzeme indukei podle n. Pro n = 0 je tvrzeni trividlni, protoze
vlastné jen popisuje tvodni definici.
Déle budeme predpokladat, ze tvrzeni plati pro n. Tedy:

{[Bla : [l O"(9/0) [ala} = {[Bla : b O™(Q) a}.

Nyni vezméme prirozenou projekci m, : Inn(Q) — Inn(Q/a) definovanou
jako o (L,) = Lig,- Pak plati, ze 7Ta<DiS(9n( ) = Dis,,, @, » Jelikoz grupa na
pravé strané je generovana prvky tvaru L[a]aL[b]a, kde [a]q O”(Q/a) [b]a. Jenze
L[a]aL[_b]la = To(La)Ta(Ly) ™ = 7o (Lo Ly b). To jsou ale generdtory grupy Dison(q) »
protoze b O™(Q) a

NZaﬁxujmve si prvek A = [a]yn11q,) = {d([a]a) : d € Disp, g, )} Z tvrzeni
vyse plyne, ze

A ={rs(h)(lala) : h € Disyn @, } ={[h(a)]a : h € Dison(q) }

Z toho uz ale dostavame, ze:

[aons1(@ ) = {ba 0 O™HQ) a} = {[bla : b O™(Q) a},

coz jsme chtéli dokazat.
O

Tvrzeni 10 (Bonatto a kol., [2021)). Bud Q konecny quandle. Pak jsou ndsledujict
podminky ekvivalentni:

1) Q je n-reduktivni pro néjaké n € N.
2) O™(Q) = 0g pro néjaké n € N.
3) Pro kaZdou komponentu Q; rozkladu Q plati, Ze |Q;| = 1.

Diikaz. (1) = (2):

Dokéazeme indukci podle n:

Pripad n = 1 je trividlni, protoze se jedna o trivialni quandly 7;, a tudiz
O01(Q) = 0q.

Déle bud @ (n+1)-reduktivni. Zadefinujme homomorfismus L : Q — @ tak, ze
L:x— L,. Tim dostaneme faktorquandle definovany jako Q/ \ = L(Q), ktery je

ale n-reduktivni. Podle indukéniho predpokladu tedy plati, Ze O”(Q/ \) = 0g %

Z lemmatu Iﬂ pak plyne, ze {[b]x : b O™"(Q) a} = |[[a]x ]O,L(Q//\) = {[a]»}. Tedy
pokud b O™(Q) a, tak [b]x = [a]x a tudiz i b = a. Tedy O™"(Q) C X a tudiz
Dison(g) < Disy. Z toho plyne, ze O"*H(Q) = O(Dison(g)) € O(Disy) = 0q.
Tedy On+1 (Q) = OQ.

(2) = (1):

Také dokazeme indukci podle n:

Piipad n =1 je trivialni ze stejného divodu jako vyse.

13



Déle piedpokladejme, Ze O™+ (Q) = 0p. Definujme Q' = Q/On(Q). Piirozena

projekce mon(q) posild Disprq) na Dispr g a podle lemmatu ﬂ plati, ze

. 7om(Q)
orQ) =9Q), n(@) Pro kazdé k < n. Tudiz Q' mé fetéz kongruenc

I =0Q) CON@) -+ C0"@Q) = @) = 0o

Z indukce vime, ze @' je n-reduktivni. Jelikoz O""(Q) = 0g, pak orbity
Dison(g) jsou trividlni. Tedy Dispn(g) € A. Reduktivitu si miiZzeme reformulovat
tak, ze plati:

((..(axcy)..)kepq) ke =((..(bxcy). .. ) *Cuq) * Cu.

Z toho ale plyne, ze Q je (n + 1)-reduktivni.

(2) = @)

Vidime, ze O"(Q) odpovida tomu, ze budeme postupné rozkladat () na mensi
a mensi orbity, az dosdhneme rozkladu na souvislé komponenty. Jelikoz O™(Q) =
Og, tak vSechny komponenty maji velikost 1.

(3) = (2):

Pokud vsechny komponenty rozkladu maji velikost 1, tak to znamena, ze exis-
tuje n < |Q| takové, ze O™(Q)) = Og, protoze @ je kone¢ny quandle.

m

Disledek 11. Jeding souvisly reduktivni quandle je T;.

Diikaz. Méjme souvisly reduktivni quandle Q). Jelikoz je reduktivni, tak podle
tvrzeni vSechny komponenty rozkladu maji velikost 1. Jenze zaroven je @)
souvisly. Tudiz se jedné o T7.

O

2.2 Barveni pomoci souvislych quandli

V predchozi kapitole jsme si ukazali, ze homomorfnim obrazem fundamental-
niho quandlu je souvisly quandle. Nyni naopak ukazeme, ze pro kazdy netrivialni
souvisly quandle existuje takovy uzel, ktery ma netrivialni obarveni. Na zakladé
toho ukazeme, ze quandle dava trividlni obarveni pro vsechny uzly, pravé tehdy
kdyz je reduktivni.

Véta 12. Pro kazZdy souvisly quandle Q, |Q| > 1 ezistuje takovy uzel K, Ze
Coly(K) > 0.

Dikaz. Pro dukaz této véty pouzijeme konstrukci, kterd se poprvé objevila v
¢lanku (Johnson [1980), a kterou si upravime tak, aby Tesila nas problém. Kon-
strukce je nasledujici:

Nejprve uvazujme orientovany m-link, kde m = |Q)|, viz obrazek Kazdou
komponentu obarvime jinym prvkem z (). Nasledné budeme postupné propojovat
jednotlivé komponenty pomoci paskt tak dlouho, dokud nam nevznikne jedina
komponenta, kterd bude uzel. Na konci dostaneme uzel, ktery bude mit netri-
vialni obarveni, jelikoz kazda komponenta bude obarvena jinym prvkem z () a
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Obrazek 2.2: m-link

toto obarveni se v pritbéhu konstrukce zachovava. Z toho pak bude plynout, zZe

Colg(K) > 0.
Meéjme zadany souvisly quandle (). Jelikoz je () souvisly, pak podle lemmatu
existuje konec¢nd posloupnost prvkia xi,xs, ..., x, € Q) takova, ze

wy (2 %% (- (2 ¥ @) ) = b,

pro kazdé dva prvky a,b € ). Nasim cilem bude postupné provadét levé
translace L, L2, ..., L tak, abychom na konci mohli propojit dvé komponenty
uzlu a ziskat tak link o m — 1 komponentach. Tento postup budeme opakovat tak
dlouho, dokud nedostaneme uzel.

Zacnéme s komponentou obarvenou prvkem a. Z ni povedeme péasek. Pokud
pasek bude ktizovat s néjakou jinou komponentou, tak budeme postupovat podle

jedné z nasledujicich situaci:

1) Pokud se pasek kiizi s komponentou obarvenou prvkem ¢ # x; pak pa-
sek povedeme pod celou komponentou. Dojde tedy k situaci na obrazku
2.3 Tedy péasek povedeme pod celou komponentou, aniz bychom zménili
obarveni konce pasku i komponenty.

c c c c
a a c*a a
_>_ —
Y | Y
— a cxa
—<— —

Obrazek 2.3: Pasek pod komponentou

2) Pokud se pések krizi s komponentou obarvenou prvkem ¢ = x; a plati, ze
g1 = 1, pak pasek provlékneme skrz tuto komponentu zpiisobem jako na
obrazku[2.4] Konec pasku bude obarveny prvkem x;*a, zatimco komponenta
obarvena prvkem x; ziustane nezménéna.

3) Pokud se péasek kiizi s komponentou obarvenou prvkem ¢ = x; a plati, ze
g1 = —1, pak pasek provlékneme skrz tuto komponentu zpisobem jako na
obrazku Konec pasku bude obarveny prvkem x; * ! a, zatimco kompo-
nenta obarvend prvkem x; zustane nezménéna.
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a a t cxa
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Y | Y T (cxa)*x"te
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b e

A

Obrazek 2.5: x; x La

Tento zplisob budeme opakovat pro konec pasku tak dlouho, dokud konec
pasku nebude obarveny prvkem b. Jelikoz je posloupnost x1, z, . . . x,, konecna, tak
k nému opravdu dojdeme. Nasledné pasek pripojime na komponentu obarvenou
prvkem b a tim ziskame link o m — 1 komponentach.

Pocet komponent je konecny a jednou iteraci algoritmu jsme snizili pocet
komponent o jedna. Algoritmus budeme tedy opakovat tak dlouho, dokud ne-
dostaneme uzel. Takovy uzel nazyva stuhovy uzel (anglicky ribbon knot). Jelikoz
jsme kazdou komponentu |Q|-linku obarvili jinym prvkem z @ a algoritmus toto
obarveni zachovava, dostaneme uzel, ktery bude mit netrivialni obarveni. Tedy
Colg(K) > 0.

O

Priklad. Nyni provedeme konstrukei pro Foxtiv quandle F. Vime, ze 2 % 1 = 3
a 1% 2 = 3. Nejprve propojime komponenty 1 a 3, nasledné ptipojime zbyvajici
komponentu 2 a dostaneme stuhovy uzel Ry jako na obrazku

2.3 Barveni pomoci reduktivnich quandla
Nyni uz pfistoupime k samotnému dikazu (1) <= (3) z véty

Véta 13. Méjme konecny quandle Q). Pak plati jsou ndsledujici tvrzeni ekviva-
lentni:

1) Coly(K) je konstantn,

2) @ je reduktivnd.
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Obrazek 2.6: Stuhovy uzel pro Foxtiv quandle

Diikaz. Pokud je @ souvisly a netrividlni, pak podle véty [12| zkonstruujeme pii-
slusny stuhovy uzel R tak, Ze bude mit netrivialni obarveni Col,(R) > 0. Zaroven
Ize unknot U obarvit pouze trivialné, tedy Col,(U) = 0. Tedy Col, (/) neni kon-
stantni.

(1) = (2):

Tuto implikaci ukazeme obménou. Predpoklddame, ze ) neni reduktivni. @)
se podle véty [5| rozklad4 na komponenty (Q1,Qs, ..., Q). Jelikoz Q neni reduk-
tivni, pak podle tvrzeni |10 vime, Ze existuje komponenta Q); takovd, ze |Q;] > 1.
Oznacme si ); jako W. Podle véty plati, ze Coly, (K) > 0. Jelikoz W < @,
tak podle lemmatu 8 plati, Ze Coly(K) > Coly, (K) > 0. A tedy neni konstantni.

(2) = (1):

Jestlize @) je reduktivni, pak dle véty plati, Ze vSechny komponenty jsou
izomorfni Ty. Z véty |§| plyne, Ze Col,(K) = 0, a tudiz Col,(K) je konstantni pro
vsechny uzly K.

O
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3. Quandlové barveni jako
Vassilievuv invariant

V této kapitole ukazu dalsi charakterizaci reduktivnich quandli a to pomoci
Vassilievovych invarianti. Nejprve je ovsem uvést nékolik zakladnich vysledk z
teorie copankovych grup, které nasledné budou aplikovany v prislusném dikazu.

3.1 Copankovy index

Copankovou grupu jako prvni zavedl Emil Artin v roce 1925. Copanky se
skladaji z n pramenti, které jsou upevnény k horni a dolni desce a mohou se
mezi sebou kiizit ve smyslu Reidemeistrovych pohybt 2 a 3. My si zavedeme
copankovou grupu pomoci prezentace.

Definice 15. Bud zadané ¢islo n. Pak B, znaci grupu danou prezentaci B, =
(01,09,...,00-1]0i01410; = 0410,0,41;0,0; = 0;0;), kde v prvni sadé relaci i €
{1,2,...n—1} avedruhé i,j € {1,2,...,n};|i — j| > 2.

Prvni relace je ekvivalentem Reidemeistrova pohybu 3 a druha relace 1ika, ze
pokud jsou prislusné prameny disjunktni, tak se mohou prohazovat.

Skladani a - b funguje geometricky tak, ze se vezme spodni deska z a a prilepi
se k horni desce b tak, aby na sebe navazovaly prislusné prameny, a pak se pro-
stfedni deska odstrani. Jednotkovy prvek je copanek bez kiizeni. Inverzni prvek
je symetrické preklopeni copanku. Vlastné tak odpovida Reidemeistrovu pohybu
2.

Obrazek 3.1: Priklad copanku

Pokud vezmeme néjaky copanek b € B,,, pak muzeme udélat tzv. uzdver, kdy
dojde ke slepeni horni a spodni desky tak, ze se prilepi k sobé protilehlé prameny.
Timto obecné dostaneme link. Budeme ho znacit K.

Jedna z nejznaméjsich vét z teorie uzli je Alexanderova véta, kterd rika, ze
kazdy uzel 1ze ziskat jako uzavér néjakého copanku.

Tvrzeni 14 (Alexander| 1923). Pro kazdy uzel K ezistuje ¢islo n € N a copdnek
b e B,, ze K je ekvivalentni uzdveru K.
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Obrézek 3.2: Lepeni copanku

Predchozi vétu lze pouzit k definici nového invariantu, a to copankového in-
dexu. Tento index nam tika, kolik prament potfebujeme, abychom mohli dostat
dany uzel jako uzavér copanku s danym poctem pramenii.

Definice 16. Pro dany uzel K rozumime copdnkovym indexem br(K) (anglicky
braid index) nejmensi ¢islo n takové, Ze existuje b € B,, tak, aby K byl ekvivalentni
uzaveru K.

Pozorovdni. Copankové ¢islo br(K) je invariant.

3.2 Vassilievovy invarianty

Myslenka Vassilievovych invariantii stoji na zobecnéni uzli na tzv. singularni
uzly. Tyto uzly se vyznacuji tim, ze dovolujeme ktivce, aby protinala samu sebe.
V této kapitole vychazime z knizky (Chmutov a kol., 2011)).

Definice 17. Singuldrnim bodem rozumime bod, kde krivka protina sama sebe
pravé 2 ¢astmi kiivky. Singuldrnim uzlem K°® rozumime uzel, ktery obsahuje
alespon jeden singularni bod.

A

Obrazek 3.3: Singularni uzel s 1 singularnim bodem
Vassilievové invarianty se zavadi pomoci skein relace. Myslenka je zalozena na

tom, ze invariant pro klasické uzly mtzeme rozsitit na tfidu singularnich uzli.
Déla se to pomoci skein relace, kdy si zafixujeme singularni bod pro K*® a lokélné
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ho nahradime kladnym (K™), resp. negativnim (K ~) kiizenim. Nésledné ziskdme
hodnotu invariantu v pro K*® pomoci hodnot invariantt pro K™ a K~ :

v(K®) =v(K") —v(K").

Obrazek 3.4: Vassilievova skein relace

Tato hodnota je jednoznac¢né urcena, tudiz nam déva zpusob, jak definovat
invariant pro singularni uzly. Pokud méa uzel K* singularni bodt vice, tak postu-
pujeme induktivné, oc¢islujeme jednotlivé singularni body a dostaneme tak tiplnou
rezoluci:

v(K*®) = Z (_1)\€\U(K61,€2,...,en>7
€1,62,,en€{+,—}
kde || zna¢i pocet zapornych znamének v n-tici (e1,€9,...,6,) a K1E2en
znaci uzly, které vzniknou nahrazenim singularnich bodia kiiZzenim s orientaci
podle prislusného znaménka.
Myslenka Vassilievovych invariantl je, ze tento vztah mtizeme obratit a fict,
ze definujeme invariant v tak, aby od urc¢itého poctu singularnich bodt byl nulovy.

Definice 18. Invariant v se nazyva Vassilieviv, nebo také konecného typu stupné
< m, pokud plati, ze pro kazdy singularni uzel K*® s poc¢tem protnuti > m plati
v(K*®) = 0. Rekneme, Ze je stupné m, pokud je stupné < m, ale neni stupné
<m-—1.

Spousta znamych invariant jsou Vassilievovy invarianty, nebo se na né daji
prevést. Ovsem existuji priklady invarianti, které nejsou Vassilievovy. Jeden ta-
kovy je tfeba copankovy index. Dikaz provedeme pomoci sekvence tzv. twisti
zminénych v ¢lancich (Trapp, [1994) a (Dean, 1994).

Definice 19. Bud K uzel, pro ktery zafixujeme jedno ktizeni, a z € Z. Pak
twist K, je uzel, ktery vznikne z K tak, ze lokalné nahradime zafixované kiizeni
kifzenim s z zévity jako na obrazku [3.5]

Tvrzeni 15 (Trapp, 1994). Bud {K, : z € Z} posloupnost twisti. Pokud je
invariant v : K — C Vassilieviv stupné nejuise m, tak plati, Ze v(K,) je polynom
v 2 stupné nejvyse m.

Nyni vyuzijeme péar lemmat z ¢ldnku (Eisermann, 1999)), které ndim pomohou
ukazat, ze copankovy index neni Vassilieviiv invariant.
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Obrazek 3.5: Twist uzlu

Disledek 16. Pokud je invariant v omezeny na posloupnost twistu, tak je kon-
stantni.

Diikaz. Méjme invariant v Vassilievova stupné nejvyse m. Podle véty plati,
ze v(K) tvori polynom v z stupné nejvyse m. Jelikoz je v také omezeny, tak to
znamena, ze tento polynom je konstantni. Dale, jelikoz je soucasti posloupnosti
twistt uzly Ko = K i Kj, kde dochézi ke zméné orientace kiizeni, tak v(K) =
v(Ky) = v(K;) = v(K). Jelikoz jsme schopni zménou orientace kiizeni dostat
unknot, tak v musi byt nutné konstantni.

]
Lemma 17. Copdnkové ¢islo br(K) je omezené na posloupnost twisti.

Diikaz. Méjme uzel K a jeho copankovy index br(K). Pak si vezméme z véty
copanek b € By, tak, ze K je ekvivalentni uzavéru K. Nyni si zafixujeme
jedno ktizeni a budeme provadét twisty. Twisty shora pak tedy davaji horni mez
na copankové ¢islo K,. Zaroven plati, ze br(K) > 0. Tedy br(K) je omezené na
posloupnost twist.

O

Tvrzeni 18 (Eisermann, (1999)). Bud br(K) copinkovy index uzlu K. Pak pokud
invariant v : K — C spliiuje, Ze |v(K)| < f(br(K)) pro néjakou funkei f : N — N
a pro vsechny uzly K € IC, pak v neni Vassilieviv invariant, nebo je konstantni.

Diikaz. Jelikoz je copankovy index omezeny na posloupnost twistii dle lemmatu
a zaroven dokazeme omezit hodnotu invariantu pomoci funkce f, tak podle
véty [16[ je invariant v konstantni, nebo neni Vassilieviiv invariant.

]

3.3 Charakterizace Vassilievovych barveni uzla

Nyni vyuzijeme znalosti z predchozi podkapitoly o copankovém indexu. Za-
timco v ¢lanku (Eisermann) 1999) se autor zabyva grupovymi homomorfismy, my
jeho vysledek zobecnime na quandlové barveni. Abychom ukéazali, Ze se jednd o
obecngjsi vysledek, tak si vSimnéme, ze Foxovo barveni nelze dostat jako Conj(G)
pro néjakou grupu G. Pokud ano, tak by grupa G byla velikosti 3, jenze jedina
grupa velikosti 3 je cyklickd grupa Zs, kterd je abelovska. Jenze Conj(Z3) je tri-
vidlni quandle T7,, coz neni Foxovo barveni. Tedy jsme ziskali silnéjsi vysledek,
nez ktery je v ptuvodnim c¢lanku.

Véta 19. Pro kazdy quandle Q) plati, Ze pocet obarveni COZQ(K) neni Vassilieviv
invariant, nebo je konstantni.
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Diikaz. Méjme fixné zadany quandle ). Uvazujme libovolny uzel K a copanek b €
By, kde Kj, = K. Pak plati, Ze mame-li konkrétni obarveni f € Hom(Qx, @),
tak je jednoznacné urceno obarvenim konct provazkt v copankové reprezentaci.
Tedy plati, ze Col,(K') dokdzeme omezit tak, Ze kazdému konci pfitadime néjaky
prvek z ). Tedy

Colg(K) < (@)

Pouzitim véty (18| dostavame, Ze Col,(K) neni Vassilieviiv invariant, nebo je
konstantni.

]
Z toho uz ndm plyne dukaz ekvivalence druhého a tietiho tvrzeni z véty [I

Disledek 20. Méjme quandle Q. Pak plati, Ze je Colg(K) Vassilieviv invariant,
prave tehdy, kdyz Q) je reduktivni.

Diikaz. 7 véty 13| plyne, ze Coly(K) je konstantni, prave tehdy kdyz @ je reduk-
tivni. Z véty (19| plyne, Ze Coly(K) je Vassilieviiv invariant, pravé tehdy kdyz je
konstantni. Tedy obé tvrzeni jsou ekvivalentni.

O

3.4 Charakterizace Vassilievovych barveni linki

Obdobnou charakterizaci mizeme ziskat i pro linky. Ovsem, v tomto pripadé
bude vse jednodussi. Ukdze se totiz, ze aby bylo Coly(L) Vassilieviiv invariant,
tak musi byt @ trividlni quandle. Nejprve je ovSem tfeba dodefinovat Colg, (L) pro
linky. Zatimco u uzli jsme odebirali pouze |@| trividlnich obarveni, tak u linku
musime zahrnout existenci vice komponent. Jako obdobu unknotu budeme brat

m-link jako na obrazku [2.2]

Definice 20. Bud @ quandle a L link. Definujeme Col, (L) = [Hom((,Q)z, Q)| —
|Q|"), kde ¢(L) znaci pocet komponent linku L.

Véta 21. Uvazujme quandle @ a link L s alespon 2 komponentami. Pak plati,
Ze Colg(L) neni Vassilieviv invariant, nebo je konstantni. Navic Colg(L) je kon-
stantni, prave tehdy kdyz Q) je trivialni quandle.

QOO

2-link L Hopf link H

Obrazek 3.6: 2-link a hopf link
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Diikaz. Prvni ¢ast je jen variaci véty kde misto uzlu uvazujeme link.

Déle, pokud je @ trividlni quandle, tak plati, Ze Coly(L) = 0 pro vSechny
linky L. Tedy Coly(L) je konstantni.

Naopak uvazujme quandle ), ktery neni trivialni. Pak jako L oznac¢ime 2-link
a jako H hopf link, jako na obrazku [3.6]

Pro L plati, Ze Coly (L) = 0 pro vSechny quandly Q.

Jelikoz ) neni trividlni, tak existuje dvojice prvki a,b € @ takova, ze a # b
a a*x b # b. Pokud obarvime H tak, ze prvni komponentu obarvime prvkem a a
druhou komponentu obarvime prvkem b, tak ze vztahu vysSe plyne, ze H nejde
touto dvojici prvki obarvit. Tedy Coly(L) < 0 a Coly (L) neni konstantni.

O
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