Topologicka analyza dat

Anotace

Topologickd analyza dat (zkrdcené TDA) je jedno z nejnovéjsich aplikaci soucasné
matematiky, jehoz pocatky se datuji k zacatku 21. stoleti. Ackoli jesté neni vyuziti TDA
prilis prozkoumané, uz nyni ma zajimavé vysledky na poli mediciny, kdy metody TDA
klasifikovaly nékolik novych druht rakoviny prsu, ¢i strojového uceni, kdy se pomoci
téchto nastroji snizuje komplexita vstupu do neuronové sité pri zachovani dulezitych
informaci. V prednasce se naucime zdkladni koncept za témito metodami a ukazeme si,
jak je aplikovat tak, aby nam fekly néco uzite¢ného.

Motivace

Na pocatku dostaneme velkou spostu dat a chtéli bychom zjistit, co ty idaje maji
spolecného. Jestli data tvori dvojice cisel, pak si je miuzeme snadno zobrazit jako
dvojrozmérné pole. Pri trose stésti si mizeme povsSimnout néjakého vzoru, napriklad, ze
formuji itvar ve tvaru osmicky. Avsak, pokud maji data 42 rozméru, rozpoznat, jaky
Gtvar tvori pouhym pohledem, je nemozné. Pro tento ucel si vybudujeme teorii TDA.

Simplicialni komplexy

Abstraktni simplicidlni komplex je prirozené rozsireni pojmu graf. Bude se jednat o dvojici
K = (X,F), kde X je mnozina vrcholi a F' je mnozina stén, tj. podmnozin X takovych,
ze pokud o € FaT Co,pak T € F.

Priklad: Plny trojihelnik, tetrahedron, platénské télesa, hyperkrychle, ...

Dimenzi simplicialni stény o € F' nazyvame hodnotu

dim(o) = |o| — 1,

tedy pocet vrcholit minus jedna.
Dimenzi komplexu K pak rozumime

di = di .

im(K) max im(o)

Priklad:

- Vrchol mé dimenzi 0 - Hrana mé dimenzi 1 - Trojthelnik mé dimenzi 2 - Ctyfstén ma
dimenzi 3.



Subkomplexem L C K rozumime simplicialni komplex, jehoz vrcholy jsou podmnozinou
vrchold IC a jeho stény jsou podmnozinou stén . Formalneé:

L=(Y,G), YCX, GCF.
Uzdveér stény o € K je definovan jako

oc={rek|rCo},

tedy mnozina vsech jejich podstén. Uzavér komplexu K je sjednoceni uzavéra vsech jeho
stén.

Lidsky, vybrané stény uzavieme do komplexu jako do klicky, ve které zije. Zaroven je ta
klicka co nejmensi.

Hvézdou stény o rozumime podkomplex:

st(o)={rek|o 7},

tedy vsechny simplicidlni stény, které obsahuji o.

Intuitivné jde o ,okoli“ o v rdmci komplexu. Tedy napt. kdyz vezmeme vrchol, tak si
vezmeme vSechno, co ho obsahuje.

Geometrickou realizaci komplexu || rozumime pfifazeni takové, ze kazdému vrcholu
pritadime bod v R™ a pro kazdou sténu 7 € IC vezmeme jeji konvexni obal v R". Plati,
ze prunik kazdych dvou stén je opét sténa naseho komplexu nebo prazdna mnozina.

Priklad:
Komplex t¥{ vrchola {a, b, c}, kde sténa je kazdd podmnozina, mé napft. realizaci jako
konvexni obal tii afinné nezavislych bodu.

Konstrukce komplexi

Rikdme, Ze je mnozina A C R" konveznd, pokud spliiuje, Ze pro kazdé dva body a,b € A
a A €[0,1] plati Aa+ (1 — A\)b € A.

Nyni si definujeme, co je to nerv néjakého topologického prostoru. Netrapme se tim, co
je topologicky prostor, bude to krabicka, kterou nepouzijeme. Budou nam stacit oteviené
koule a podmnoziny R™. Vezmeme K C R* omezend mnozinu, kterou pokryjeme koulemi
o libovolnych nenulovych polomérech, tj sjednoceni kouli je rovno K. Poté nerv je
simplicidlni komplex takovy, ze vrcholy jsou stredy téch kouli a udéldme sténu z téch
stredd, pokud vsechny dané stredy maji spoleény neprazdny prunik. Pro soubor soubor
kouli U znaéime nerv jako N (U).



Véta o nervu (Cech, 1932):
Necht U je soubor otevienych kouli v R™. Pak plati, ze |N(U)| ~ JU.

Pro mnozinu bodit P C R” a polomér r > 0 definujeme Cechtiv komplex C,.(P) takto:
- Kazdy bod p € P je vrchol.
- Podmnozina ¢ C P je sténa praveé tehdy, kdyz

) Bp,r) # 0,

peo

kde B(p,r) je oteviena koule.

Pro mnozinu bodu P a polomér r > 0 definujeme Vietoriho Zzebra R,(P):
- Vrcholy jsou body P.
- Podmnozina o C P je sténa, pokud pro vSechna p, q € o plati:

Ilp—ql <.

R, (P) je tedy jednodussi na vipocet nez Cechitv komplex, protoze kontrolujeme pouze
dvojice, ne vSechny priniky.

Deloneho komplex (Delaunayho triangulace) je definovan pro mnozinu bodua P C R"
takto: simplicidlni sténa o C P je v komplexu pravé tehdy, kdyz existuje koule, ktera
obsahuje vsechny body ¢ na svém povrchu a zadny jiny bod z P uvnitt. Ten zkonstruujeme
tak, ze kazdy bod R"™ priradime k nejblizsimu datu, které mame.

Alpha komplex A, (P) je podkomplexem Deloneho komplexu, ktery se ziska filtrovanim
podle poloméru a. Obsahuje pravé ty stény, jejichz kruznice nebo koule maji polomér
< a.

Topologické vlastnosti

Eulerova charakteristika x(K) simplicidlniho komplexu je definovina jako:

dim KC

X(K)= > (=1)* fu,

k=0

kde fr je pocet k-dimenziondlnich stén.

Kdyz se omezime na maximalné 2-dimenzionalni objekty, dostaneme klasickou eulerovu
charakteristiku z grafi.

Pro simplicidlni komplex K definujeme retézové vektorové prostory Cj jako vektorové
prostory nad oblibenym télesem T formélné generované vsemi k-simplicemi.

Definujeme hranovy operator



8k : Ck — Ck—l,

ktery z k-stény vymaze vzdy jeden vrchol a stfidd znaménka. Konkrétné si to definujeme
nasledovné:

Pak k-ta homologie je:
Hk(/C) = ker(@k)/im(8k+1).
Bettiho cisla j5; jsou dimenze homologii:

e [y = pocet souvislych komponent.
e 1 = pocet ,,dér“ nebo smycek.

o (2 = pocet ,dutych“ prostoru (napt. uvniti koule).
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